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В статье (*) доказана единственность решения следующей граничной 
задачи для волнового уравнения: в области К++'*={(?, х) | £>0, ж3>0} тре­
буется определить функцию u(t, х), если выполнены условия:

1) (7?^+ ) и Du—иХ2Х2 хХЗХ2 0 в Я++ ;
2) иа (t, х', 0) =0 при х'= (2Д, х3) ей2, ?>0;
3) u(Z, х', х') па 5: ?>0, |ж'| <r, 2?3=0, где г — заданное число,

j(t, х') — заданная функция 5;
4) носители функций фо(2:)=и(О, х), ср, (х) = ut (0, х) находятся в об­

ласти Q={z| |a?3|^6, |;г| = (£ .Zj2) ,/2s?a}, где 0<6<а<°° — заданные по-1=1
стоянные.

Далее заменим условие 2) эквивалентным ему условием четности по- 
х3. Тогда решение и выражается через ф0, ф1 по формуле Кирхгофа и не­
прерывно зависит от сро, Ф1 в С'-норме. Поэтому нам достаточно определить 
функции ф0, фр Формула Кирхгофа дает для их определения следующее 
интегральное уравнение:

д 1 
dt 4л?

J cp0(y)dSv (О

Z>0, \х' |<r, 2’3=0.

В этой статье мы сведем задачу 1)—4) к частному случаю г=«>, ff i^O 
и к аналитическому продолжению функции одной переменной, откуда бу­
дет вытекать, в частности, еще раз единственность решения. В указанном 
частном случае решение получается в явном виде и непрерывно зависит 
от / в 6''" норме (*,2). Таким образом, «некорректная» часть задачи содер­
жится в этом аналитическом продолжении. Ниже мы получим указанное 
решение при г=по, ф^0 другим способом, используя представление 
и, (0, х) через данные задачи и значение решения при больших | х |. Случай 
фо^О сводится к случаю <| ,30 дифференцированием по t интегрального 
уравнения (1). Покажем далее, что при г<°° решение не может зависеть 
от / непрерывно по Гёльдеру в классе функций с конечной гладкостью.

Предложение 1. При г=™, ф,^0 решение интегрального уравне­
ния (1) дается формулой

1 Г д f(\x-y\,y')
2л J дх3 \х—у\ 

Уз=°
dy', х3>0. (2)

Доказательство. Пусть и,(Z, .г) — искомое решение волнового урав­
нения. Возьмем точку а=(щ, а2, а3), а3>0. Проинтегрируем по области
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пространства z3>0, Т>\х—а|>т>0 следующее тождество по х¥=а: 

0= Iх—а I_1 (й;г) I (=|Х-а; =
с) д (J

= \ -----Ни,------ 1п\х—а\—их\х—а\~1 + и ——\х—а|_1| )
s—JdxiW Oxi г dxid = l

(4)

Полагая т-*-0, Т-+°°, получим

0 = — f (ut-----1п|ж—а[+и----- \х—I <
J ‘ \ dX3 6х3 / I i= lx—а[

+± 1 Н--^НЧ1
.V;>0, i.Y-ni^T

Вычислим предел в равенстве (4) при дополнительном продолжении 
Ф1^0. Возьмем сферическую систему координат (г, е), |е| =1, с центром 
в точке а. Вычислим интеграл (1) с точностью O(t~l), так как члены мень­
шего порядка дадут нуль в пределе (4):

1
и(/, х) -----7р(е, r—t+a-e),

4л£ (5)

где J (е, р) — интеграл ф0(ф) по плоскости е-у=р (преобразование Радо­
на). На сфере |х—а\=Т du/5n=5zr/dr, равенство (5) дает

ди 1
ut ————JPP(e,r—t+a-e). (6)

дп 2nt
При Г-»-™ вектор е описывает полусферу. Учитывая, что J(e,p) = 
=J( — e, —р) и используя формулу Радона, получим, что предел в (4) ра­
вен —2ли(0, а). Отсюда следует (2), ч.т.д.

Сведение к а н а л и т ич е с к о м у и р о д о л ж е н и ю. Обозначим 
первый и второй интеграл в левой части уравнения (1) /о, /1 соответствен­
но. Как и в статье (*), применим к Д преобразование типа Фурье по t

Fk(a,x')=^eiat2fk(t,x')dt, к=0,1. (7)
О

Отсюда

_K(t, a:z)
2t

2
л.

J cos (at2) Re Fk(a, x')da.
0

(8)

Формулами (8) п (2) искомое решение <р0, qa определяется через Fa, F, 
непрерывно по С™-норме. Поэтому некорректная часть задачи состоит в 
определении Fk (а, х') при всех (вещественных) 7.Х), х'.

Положим х'=р$, где
Преобразуем выражения

F0(a,pt,) =

§=(gi, g2) —вещественный единичный вектор.

+ (p0(i/)dy, (9)

1

4л Г?з

£?tX(-2pg?/' + |y12)
(pi(y)dy

1p2-2pW+\y\*
(10)

Так как функции <р0, ф1 финитны, то из (9) следует, что Fo (а, р%) 
■есть целая аналитическая функция р. А функция Ft имеет точки ветв-



ленпя
p=ly'±tf— (g/)2+|z/|2, y=(z/', (11)

Множество этих точек ветвления заполняет два сегмента | р | =Са, | Im р | 
>6, которые на рис. 1 заштрихованы. Вне этих сегментов — двузначная 
аналитическая функция р при обходе одного сегмента меняет знак. Сле­
довательно, сумма F=Fa+Ft аналитична вне этих сегментов и по условию 
3) задана на интервале (—г, г) вещественной оси. Поэтому F можно ана­
литически продолжить (и притом единственным образом). Продолжение

по двум путям рпс. 1 даст два различных значения F, F. В силу сказанно­
го выше о Fi, имеем

F^/^F+F), F^/^F-P). (12)
Тем самым определим обе функции Fo, F что и требовалось.

Казалось бы, что решение зависит от / гёльдерово. Но это не так.
Предложение 2. При г<°° {даже если <pos0) решение интеграль­

ного уравнения (1) не зависит от / непрерывно по Гёлъдеру в классе функ­
ций конечной гладкости.

Доказательство. Пусть фо=О. Определим компактное множество 
М искомых функций ф! условием 4) и неравенством |1ф11ст=^1- Предполо­
жил! противное: пусть существуют конечные числа mh const, 0<р^1 та­
кие, что

||ф1Ис const ||fllc“‘(s), Ф1^3/. (13)
Покажем, что это невозможно. Соображения геометрической оптики 

подсказывают следующий противоречащий пример:

ф1(^)=сй_тейх‘1р(2:), /с>1, •феС'о“(£2), (14)

ф=1 в некоторой окрестности в Q. Тогда существует не зависящее от к 
конечное число с(>0 такое, что

||ф1 \\с5?ск~т, ПфЛе^сщ. (15)

Выбирая с=сг1, достигаем cpje/B. С другой стороны,
ch~m (* _______ —— г!и'f(t,x') =------ [ eik^(u\1F-\x'-y'\2}-------- (16)
4л J 1t2-\x'-y'\3R2 ?
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Так как по условию 3) 1|)=0 в окрестности z = Vt2—\х'—у/|2=0г
подынтегральная функция еСо“(Я2), поэтому интеграл (16) можем про­
интегрировать по частям N раз по переменной у15 при этом появятся чле­
ны, пропорциональные жД k^N. Так как \х, | \х' | <г<°°, то

ll/llcmi(s)^Cw, т1кт‘~т~я. (17)

Подставим выражения (15), (17) в (14). Выбирая N несколько боль­
шим, чтобы —т—7V)<0, и полагая приходим к противоре­
чию, ч.т.д.
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