
Доклады Академии наук СССР
1974. Том 219, № 2

УДК 517.537 МАТЕМАТИКА

А. А. РЯБИНИН

О ПРЕДСТАВЛЕНИИ ПЕРИОДИЧЕСКИХ В СРЕДНЕМ ФУНКЦИЙ 
РЯДАМИ ЭКСПОНЕНТ

(Представлено академиком И. М. Виноградовым 14 II 1973)

Пусть В? ]ос, 0<г<1,— топологическое векторное пространство над по­
лем комплексных чисел, элементами которого являются измеримые функ­
ции, определенные на действительной оси и принадлежащие классу Бесова 

р 0<r< 1 (4), на каждом конечном интервале; топология в Вг^ 10С опреде­
ляется семейством полунорм {ра, b(f) =11/11в1.1’-[[1,6],

В данной заметке продолжается изучение периодических в среднем 
функций из пространств 51д00(В1г-п.в.с. функций), начатое в (3). 5/-п.в.с. 
функции определяются как решения однородного уравнения свертки

1
s*f= j/(z+t)dg(t)=O, (1)

где se(^ 100)’, /—7jij_ 10с, geA1_r[—q, q] — классу Гёльдера с показателем 
1—г, а интеграл понимается в смысле работы (5).

Положим

9
Z(h)= Jeif*4g(i)

1. Пусть Aj, А2,..., Ал,...— различные нули Л(ц), a тщ, тп2,..., тщ,.. .— 
соответственно их кратности. Решению f(x) уравнения (1) приведем в 
соответствие ряд

(2) 
2я11

здесь Ctt — окружность с центром в точке А;1, внутри которой нет пулей 
L((i), отличных от Ph(x) — многочлен, степень которого меньше тпь, 
он не зависит (\ 3) от параметра а, —°о<сх<<».

Для непрерывных п.в.с. на всей оси функций в предположении, что 
£(ц)=Л(й), Л. Шварц указал метод суммирования (метод Абеля) вооб­
ще расходящегося ряда (2) (2). А. Ф. Леонтьев распространил в (’) этот 
метод суммирования на непрерывные п.в.с. па интервале функции, осво­
бодившись при этом от ограничений на В(р). Оказывается, метод Абеля 
суммирования применим и для 5/-П.В.С. функций. Вспомогательным инст­
рументом является лемма 2 и теорема 2 из (3).

Пусть ^>0 — достаточно малое число такое, что на лучах arg ц= 
=±(л/2+р) выполняется соотношение

lim r_1 In\L (reie) I =q I sin 91
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(см. лемму 1 из (’)). Обозначим через Гр+ бесконечный контур, образован­
ный лучами argp,=+(n/2+p), свободный от нулей А(ц) и обходимьги 
сверху вниз. Через S' и S" обозначим области, лежащие соответственно 
слева и справа от 1\+. Рассмотрим функции

1 р eiiZZЛ+ (А’2) =LW 2^ J (Л-н)Ь(ц)

ri>

(3)

и оператор

ср+ (Z, z) = J L+ (X, z)e_iU dk
— co

(4)

AV (Az)
1
2.'.

g+a

J V (Z—a, z—a)/(Z) dt.
-4+a

(5)

В (3) считаем 7.^S'.
Обозначим через Df, угол раствора с вершиной в точке iq ctg и сто­

ронами, проходящими через точки ±д; через Df+ (ZV) — часть Df, с у>0 
(у<0). Для z<=Df, функция Л+(Л, z) является целой функцией первого 
порядка и типа не выше q. С учетом теоремы 2 из (3) можно считать, что 
на действительной оси Л (Л) =О(Х~2). Тогда для геОД этим же свойством' 
обладает и z), поэтому для "=DP+ функция (4) непрерывна на
[—9, ч] и равна нулю вне его. Таким образом, оператор (5) определен для 
любой функции /еД[-д+а, 9+а], если (z—а)е/)Д- Для контура Гд,. 
отличающегося от ГР лишь направлением обхода, аналогично вводится 
функция L~(%, z), которая для z^DfT является целой функцией первого 
порядка, типа не выше q и па действительной оси L~(%, z)=O(%~2). 
По функции Л_(Х, z) определяем функцию cp_(Z, z) 11 оператор z).

Пусть Л и б — фиксированные положительные числа. Обозначим через 
Dt прямоугольник 0<у<Л, \х—V<9—б, а через D.— полуполосу у<0, 
|z—a| <q. Подчиним ранее введенное число р условию

sin р< (У2—1)б/(2Л).

Тогда Di<=Df,+, D^Df .Согласно (*)

Nf+ (f, z) = lim
n->00

Pk(z)eiX«2, (6)

NfT (j, z) = lim
П-*- 00

z^D., (7)

£ ze£*i;

последовательность p„t°° определяется леммой 3 из (*). Это утверждение 
является первой частью рассматриваемого метода суммирования ряда (2). 
Далее, при действительных Л положим £+(л, г)=Л1+(Х, г)+Л2+(Х, z), где 
Л2+(Х, z) =0 при Z<0 и Л2+(Х, z) =е‘“ при Z^O, а

1 г ei>izL+ (X, z) =L (A) —- J —----- — - dp.
2ni (л—ц)Л(ц)

г’е
Тогда

co CO .
ip+(Z, z) = f T,+ (A, z')e~iUd'k+ fe<Xze_aidX=q)1+(Z, z) + —----- -. (8)

J J i(Z-z)

Функция cpi+(£, z) непрерывна для z из прямоугольника Е-. |у | <А, 
| х | <q—б и t, лежащих на действительной оси.
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Имея в виду (8), находим

AVCM)

Аналогично

2Vr(/,z)

1
2л

Я+а
J

— </-Г«

(fi+ (i—a, z—a) / (Z) dt

(z-a)^E, y>0.

1
2n

g+a
I

cpi “ (t—a, z—a) / (t) dt —
—g+a

1
2лг

1
2ni

g+a
I

—g+a
t—z

g+a
J

— q+a

f(t)
t—z

dt,

(z-a)^E, y<0,

причем <p1“(i, z) =—cpj+(i, z) для ze£.
Пусть z=x+iy, y>0, (z—a)^E. Записав формулу (9) в точке z, 

а (10) — в z и сложив их, получим 

a, z—a) —ф/ (t—a, z—a) ]j{t)dt +

«+■3 _ж_
(t-хУ+у*

dt.

Теорема 1. Пусть f^By [a, b], [а, &]=>[ —q+a, Q'+a]^[a1, &,]. Тогда 
в смысле By

Bi,i i e
lim — \ [<Pi+ (t — a, z — a) — cp1+ (t — a, z — a)] / (t) dt — 0,
^+o 2lT -H-a

I?!
lim 

!/-»+0

q+a

—Q-HX

f(t)
(t-xf + y* dt = /(*),£

я

Эта теорема позволяет распространить указанный метод суммирования 
Абеля па ВС-п.в.с. функции.

Теорема 2. Пусть j^Bj и удовлетворяет уравнению (1). Тогда

lim {А₽+ (/, z) 4- 'V3~ (/, z)} = / (х), z = х + iy, у > 0. 
у—*o

3 а м е ч а н п с. Из теоремы 2 как следствие получаем факт аппроксима­
ции любого решения уравнения (1) посредством элементарных решений, 
установленный в (3). Теорема 2 допускает обобщение на бК-п.в.с. на ин­
тервале функции.

2. Функции N°,+ (f, z) и AV(/, z), соответствующие решению / уравне­
ния (Ik регулярны, как видно из (9), (10), соответственно в областях 
0<у<А и у<0. В (*), теорема 14, установлено, что Л/,+ (/, z) регулярна в 
у>0. Рассмотрим поведение функций А^+(/, z) и z), если точка z
приближается к действительной оси соответственно сверху и снизу. Соглас­
но равенствам (9), (10), все сводится к изучению поведения интеграла 
типа Коши с плотностью из пространства -£д10С при стремлении точки z к 
точкам промежутка интегрирования [—g+a, g+a].

Теорема 3. Пусть ^В1Лг\а,1, &J, [at, bi]=>[a, &]=>[а2, Ь2].
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1Тогда интеграл в смысле главного значения V,р.------  

те[а.,. &2], определяет функцию из В1Лг[а,. Ъг]. При дополнитель 
ловии

© /1) 1 b~t
—In — dh<°o, (/; Л) = sup f \f(x+t)-f(x)\dx, (1Г)

Эта теорема дает ответ па вопрос о предельных значениях Л73+(/, z) и

Теорема 4. Пусть 1оо и на каждом конечном интервале действи­
тельной оси удовлетворяет условию (11). Если f(x) является решением, 
уравнения (1), то j{x)=N^ (f, x)+Np~(f, х), причем функции Л7р+(/, z), 
А7=_(/, z) регулярны соответственно в верхней и нижней полуплоскости и 
имеют при у-+0 в топологии В," предельные значения х), Ny(f. х}
из В,г.
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