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1. Целью предлагаемой заметки является вычисление точного порядка 
поперечников dn(Wi, С), 1>2, а также оценки поперечников некоторых 
других компактов в пространстве С=С[0, 1]. Напомним, что «-поперечни­
ком по А. Н. Колмогорову dn(K, Ж) компакта К в банаховом пространстве 
Ж называется величина (см. (*))

* Мы пишем ап-<Ьп, если а„=О(&п), и anxi>n, если а^Ь^, Ьп^аг.

dn{K, Х) = inf max min Щ—у|Ц.
Ln; dimEn=n хеК

Если К — единичный шар пространства Y, компактно вложенного в бана­
хово пространство X, то будем писать dn(Y,X') вместо dn(K,X).

Одна из наиболее интересных проблем в теории поперечников — вы­
числение dn(Y,X) в случае, когда метрики в S и У имеют различную 
функциональную природу. Характерной задачей такого рода является за­
дача о вычислении dn(WPl, С), где WP — пространство С. Л. Соболева. 
Этот вопрос был поставлен М. Ш. Бирманом и М. 3. Соломяком в рабо­
те (2), в которой для соответствующих единичных шаров был найден точ­
ный порядок е-энтропии. Затем М. 3. Соломяк и В. М. Тихомиров (3) 
вычислили порядок убывания поперечников по И. М. Гельфанду единич­
ного шара WP‘ в С при р^2. В (3) было также указано на связь между 
задачей о вычислении dn(WP‘,C) и некоторыми конечномерными задача­
ми о поперечниках. Сильные результаты по указанной конечномерной за­
даче получили Р. С. Исмагилов (4) и В. С. Кашин (е). Для перехода от 
этой задачи к оценкам поперечников функциональных классов Р. С. Ис­
магилов (4) предложил прием, с помощью которого им было показано, 
например, что *

В настоящей работе предлагается другой, более точный способ сведе­
ния «функциональной» задачи к конечномерным. С помощью этого спосо­
ба мы покажем, в частности, что

С)Хп~\

Таким образом, в этой задаче удалось вычислить точный порядок убыва­
ния поперечников. Что касается конечномерной задачи, то используемая 
нами оценка (лемма 1) по существу получена объединением результатов 
Р. С. Исмагилова и В. С. Кашина.

2. Пусть Rn — «-мерное пространство вещественных векторов х=(о,1, 
:с2, ..., х„); ekln>, А=1, 2,...,«,—естественный базис в Rn. Через 1,Т обо­
значим банахово пространство, полученное введением в Rn нормы

' / ч \ 1!р)Ы1;Р = ( 1ж,-|р j , р<о°; 1Ы1;~ = max IzJ.
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Пусть Z?„=-conv{ + /(' '; ±f2,n\ ..., fk(n'l=kel<n) + (k—l)e2("’ + ...

Теорема 1.
dm(B„,

Доказательство основано на двух леммах.
Лемма 1. Равномерно по всем пит

dm(ln,lH°°)—O(jfn/m). (1)
Доказательство. 1°) Существует абсолютная константа с4 такая, 

что в арифметической прогрессии {1+И}к=1” между х и 2х содержится 
число вида ра (р простое, а целое), как только Z<lnх, х>с^. Действитель­
но, рассмотрим функцию

гТ(х;д,а)= А(ге),
n*Cx,  ?j~a(mod g)

где А(ге)=1пр, если п — степень простого числа р, и А(ге)=0 для осталь­
ных п. Известна формула ((8), стр. 145)

Y (х; g, а) =х/ф (д)+0{ж ехр [— с(1пгс)1/2]} (2;

равномерно по gAlri.? (в (2) ср(д) — функция Эйлера). Отсюда следует 
существование абсолютной постоянной щ такой, что Т (2ж; I, 1)—Т (ж; Z, 
1)>0, как только х>с{, 1их>1. Это доказывает нужное предложение.

2°) В. С. Кашиным (6) доказано, что dm(lnl, Z„”) ^2 (гег_11и re) А При 
гег=С4ге (In ге) ~1 имеем (rei^'lri п)'!г^2Упт~' и, следовательно, для доказатель­
ства леммы достаточно считать тге>4ге(1п ге)_|.

3е') Пусть ге>с1; rez>4re(ln«)_1. Если положить Z=[2re/m] + l, а ж= 
=re/Z/2>re, то из 1°) следует, что существуют простое р и целое а такие, 
что reCrei=p,!^8re и т—1 делится по крайней мере па одно из чисел та= 
= [т/2], rezo+l,..., 27гео—1. Обозначим соответствующий делитель че­
рез Ш1.

4°) Теперь требуемая оценка получается из оценки Р. С. Исмагило­
ва (4)

<Z„(Z„‘, Zn”)^tZmi(Z„,1, Z„A)sSy«i/7n1<6yre/7n.

Л е м м а 2.
(Zm+s(52n, l2,la°)^2dm(B„, ln°°)+de(l2n', l2n°°)- (3)

Доказательство. Введем оператор Т: Т (ац, х2, ■.., ж„) =
= (2х1, ад+гсг, 2.х2, .. ., Хп-г+хп, 2хГ1, хп). Ясно, что ЦТ|| =2. По определению 
поперечника существуют фь ф2, ..., ф„^„” такие, что

йтг^’{ф1, ф2,..., ф„}<гег, ||/i(n)--cpi||=^cZm (5n, Z„“),
и xjj,, i|:2, ..., i|‘2„eZ2„°° такие, что

dimS’fij?,, ifz,..., llej2”’—4J|s£cZs(Z2n1, Z2n”).

Рассмотрим плоскость Л==2’{'ф1, ф2,..., ф2п, Тфъ Тф2,..., ТфД. Ясно, что 
dim L^m+s.

Так как , то

11/И1<2п>-Тфй||^|!Т||||/Г)-фйИ2йт(5п, Z„“). (4,!

Заметим, что 2)^^+^ -еТ,

Положим 0fe==I/2 (Тф^+Тф^-фк) тогда
ИМ-"’ -0k||^2dm(Вп, 1,-Г) +‘А tZs(Z2n‘, Z2n~). (5)
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Из (4) и (5) следует (2).
Доказательство теоремы 1. Итерируя (2) и используя (1), 

получаем

k
+ 21!dm(Bm, 2-4^.

i—1
(6)

Полагая в (6) s,= [2 1/,’т] и выбирая к из соотношений п/тХ‘2<2п/т, 
получим

3. Через Wpa=Wpa[0, 1] ниже обозначаются классы С. Л. Соболева — 
Л. Н. Слободецкого.

Теорема 2.
ДДИ7, С[0, 1])Хт'!-г, 1^2. (7)

Доказательство. Так как dm(Wd, (см. (5)), то
d„. (И7/, C)Xml2~l. Поскольку dm(Ca, С[0, \\)Хтга (см. (’)), достаточно 
/.оказать, что

diP(Wd, С)Хпг~’!2.

Рассмотрим систему функций ul(x)=(z~t)+. Известно (4), что
2 (И7/, С) ^dm (conv{±K(}, С). Пусть пг,г^п<2тп,г, Кп— пространство 

функций V, определенных па множестве течет; {t/'n\ i=0, 1, ..., п; v (0) =0} 
с нормой max|v(i/n) |; отождествим его с 1,2. Через 2d т обозначим пг-мер- 

г
ное экстремальное подпространство для Вп. Таким образом, р(5п, 2d,2) = 
=d.„(Bn, (согласно теореме 1).

Продолжим каждую функцию v&2dm с множества {i/n}<=0” до функции, 
линейной и непрерывной па каждом отрезке [ (i--l)/n, i/п]. Полученное 
подпространство обозначим через Вт. Ясно, что dimLOT=m. Фиксируем 
/е[0. 1]. Рассмотрим t, = i!n такое, что (}— 1)/n^dt^i/n. Ясно, что ||к(— 
—Так как пй;=пи1л \ {i/n. i=1,2....п}^Вп, то

р(и(„ £,„)=р(щ, Sin)^n-'d;n(Bn,

Окончательно
р(и;, ДД-щ.Ц+рДг,,

Теорема доказана.
Формула (7), по-видимому, справедлива и при 1<Z<!2.
Изложенным выше методом нетрудно получить несколько худший 

результат
dm(W2,C)Xm^d

где е — сколь угодно малое положительное число.
Для классов О. В. Бесова Д, lsCp<°°, оценка поперечников

сверху может быть получена с помощью линейной интерполяции (см. (’)).
С л е д с т в и е.

фп(ВР“С)<т’/2р-а, /га>2, 1Ср<«>, (8)

Действительно, согласно (7), 
C)<d2 (W2 С) d^-\W2 С),

2 Зак. 1130, т. 21», № 3 " ' 529



откуда получается нужных! результат для /?=1, и

dm ((В^, С) е,„ С) (Z?L С) (V {С, С),

что при 0—*,  $=ар дает требуемый результат для /?>1. По-видимому, 
формула (8) дает точный порядок убывания величин d!n(Bpt<l. С).

В заключение выражаю глубокую благодарность М. 3. Соломину за по­
становку задачи и постоянное внимание к работе.

Примечание при корректуре. Приводимое доказательство леммы I. ос­
новано на предварительном варианте статьи (4), любезно предоставленном 
мне Р. С. Исмагиловым до опубликования. В окончательном варианте 
статьи (4) оценка (1) получена в полном объеме, так что наше доказа­
тельство излишне.

.Ленинградский государственный университет 
им. А. А. Жданова

Посту-паю
15 IV 1971
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