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1. Для решения задач оптимизации в условиях неопределенности ши­
роко используется адаптивный подход (*). Так, при минимизации крите­
рия оптимальности J (c)=MQ(x, с) общий алгоритм адаптации имеет вид

с[тг]=с[п—1]—7[n]s(c[n—1], x[n]), (1)

где с[п] — A-мерный вектор настраиваемых параметров, ч(гг]>0 —ска­
лярный детерминированный множитель, s(c, х) — случайный вектор.

При выполнении условия псевдоградиентности

V7(c)TR(c)>0, R(с) (с, х) (2)

и некоторых других условий можно гарантировать сходимость (в вероят­
ностном смысле) последовательности с[н], определяемой алгоритмом (1), 
к точке минимума с* при п-+°° (2). Выбор стохастического псевдогради­
ента s(c, х) и параметров [п] определяет работоспособность и качество 
алгоритма. Однако оказывается, что наличие неопределенности, вызван­
ной неполным знанием критерия оптимальности, устанавливает опреде­
ленные пределы осуществимой точности алгоритмов адаптации.

2. Качество алгоритма адаптации можно оценивать величиной У[п] = 
=Af||c[n]—с‘||2.

Назовем V[n] погрешностью адаптации, а У-1 [тг] — точностью адап­
тации. Всюду далее будем предполагать, что псевдоградиент удовлетворя­
ет условию линейного роста

и, кроме того,

Случай

||R(c) ||<Ь||с—с*||

мIIR (с) —8 (с, х) II2>оа2+о02||с-с‘||2.

Оо2=0, щ2>0

соответствует наличию аддитивной 
В случав

Оо2>0,

помехи с ненулевой

о«а=0

(3)

(4)

(5) 

дисперсией.

(6)

дисперсия помехи может убывать при приближении с к с*, что имеет ме­
сто, например, при мультипликативной помехе. Будем говорить, что (5) — 
это ситуация с абсолютной помехой, (6) — ситуация с относительной по­
мехой.

Назовем А2/оа2 и <?=1+А2/(То2 мерами априорной определенности в соот­
ветствующих ситуациях, а А [п] =£2/оа2+1/(гаУ[0]) средней мерой общей 
определенности.

Теорема 1. В ситуации с абсолютной помехой произведение погреш­
ности адаптации на время адаптации не может быть меньше меры общей 
неопределенности, т. е.

У[п]п>А~‘[п]. (7)
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Теорема 2. В ситуации с относительной помехой произведение по­
грешности адаптации в момент п на п-ю степень меры априорной опреде­
ленности не может быть меньше начальной погрешности адаптации, т. е.

V[n]qn^V[Q]. (8)

Иными словами, для любого алгоритма адаптации в ситуации с абсо­
лютной помехой погрешность адаптации убывает не быстрее 1/ (Jct+кгп) 
(к1==Ьг/Оа, k2=V~‘[0]), а в ситуации с относительной помехой — не быст­
рее геометрической прогрессии со знаменателем 1/q.

Доказательство. Используя (2), (4), (5) и монотонность число­
вой функции z+2 (где z+=max{0, z}), получаем

Af (||c[nj—с*||2|с[«—1])>||с[п—1]—с*—7[n]R(c[n—1]) ||2+
+Т2[«] (оа2+ао21|с[?г—1 ] —с*||2) Ss= (||с[лг—1 ] —с*||—7 [гг] ||R (с[лг—1 ]) ||) +24- 

+12[га](оа2+о02||с[и-1]-с‘||2)^[ (1—7[лг]Л) +2-+-Оо2Т2[и] ] ||с[п-1]-с*||2+ 
+'Y2[n]oa2.

Беря математическое ожидание от обеих частей, имеем

У[/г]>[ (1-'у[п]Л)+2+о0г72[п]]У[«—1]+7г[п]ца2.

Нетрудно проверить, что правая часть достигает минимума при 

7[n]=L7[n-l]/(L2y[n-l]+o02F[n-l]+o«2), 
поэтому

У[ф(0о2Г[гс- 1]+щ2) V\n— 1]/(Л2У[п- 1]+о02У[п— 1]+оа2).

Отсюда в случае (5) У_1[и]^У_1[лг—1]+Л2/оа2, что и дает после сумми­
рования (7). В случае же (6) V[n]$?V[n—1]о02/(Ла+о0г), откуда следу­
ет (8).

3. Полученные результаты можно обобщить на случай, когда величи­
ны s, L, da, cs02 зависят от п. Пусть

||R(c, n)||^L[n]||c-c’||, R(c, n)=Ms(c, х, n), (9)

A7||R(c, n)-s(c, x, n) ||2>oa2[n]+a02[n]||c-c*||2. (10)

Теорема 3. В ситуации с абсолютной помехой

У-‘[п]<У_1[п—l]+L2[n]/oa2[n], (11)

т. е. приращение точности adassrayuu, даваемое любым алгоритмом адапта­
ции в момент п, не может быть больше меры определенности наблюдения 
в тот же момент. Отсюда

V[n]^l [ (у~‘[0] + уч L2[m\ \
Oa2[/W] /

(12)

Теорема 4. В ситуации с относительной помехой

У"1[п]СУ*1[ге-1] (1+77 [лг]/о02 [«]), (13)

т. е. относительное увеличение точности адаптации, даваемое любым алго­
ритмом адаптации в момент п, не может быть больше меры определенности 
наблюдения в тот же момент. Отсюда.

п
У[тг]>У[О] П (1 +

Ш— 1

L2[m} \ "*
Оо2["1]/

(14)

Соотношения (12) и соответственно (14) можно привести к виду 
(7), (8).
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s(c, х, ге)

4. Рассмотрим несколько примеров, иллюстрирующих применение тео­
рем. Пусть s(с, х) =Vс(?(х, с), т. е. алгоритм (2) соответствует градиентно­
му методу при наличии помех, или, что то же, методу стохастической ап­
проксимации Роббинса — Монро. Если V7(c) =A7V0K(x, с) удовлетворяет 
условию Липшица с константой L, а дисперсия помехи отлична от нуля: 
2И|| V7(c)— Vo()(x, с) ||2>оа2>0, то применима теорема 1. Таким образом, 
при любом способе выбора 7[и] в алгоритме стохастической аппроксимации 
нельзя получить погрешность, меньшую, чем даваемую оценкой (9). С дру­
гой стороны, известно (3), что если задача одномерна, V7 (с) линеен и 
2И|| VcQ(x, с) — V7(c) ||2=оа2>0, то справедливо неравенство, обратное (7), 
т. е. алгоритм Дворецкого в этом случае дает минимальную возможную 
погрешность (ср. также (4, *)).

Рассмотрим алгоритм Кифера — Вольфовица для минимизации квад­
ратичной функции вида (1) (для простоты ограничимся одномерным слу­
чаем). В этом алгоритме

Q(x' [re], с+а[ге]) — Q(x"[n], с—а[ге])
2а[ге]

а[ге]>0 — величина пробного шага. Тогда R (с) =V 7 (с), ||7?(с)|| =
=Z||c—с‘||, а о/[ге]=а2/(2а2[ге]), где o2=M(Q(x, c')-J(c'))2 предполага- 

277 п 
ется постоянным. Из теоремы 3 следует, чтоЕ *[ге]<У *[0] +—— Е аДгег] 

О тп=1
т. е. если S а2[тге] <°°, то точность адаптации ограничена и сходимост: 

У[ге] к 0 при ге-*°° не может иметь места ни при каком способе выборе 
■у[ге]. Поэтому, если а[ге]=а/гер, то для сходимости необходимо, чтобы 0=£ 
^р=^*/2, причем У[ге] убывает не быстрее, чем k/hi п при р=‘/2, и не быст 
рее чем к/п'~-р при р<*/2. Те же выводы справедливы в многомерном слу 
чае, а также для метода случайного поиска с парной пробой (5) или дл; 
метода покоординатного спуска.

Пусть теперь производится минимизация квадратичной функции 7 (с) 
методом случайного поиска при отсутствии помех (5). Тогда

. . 7(с+а[ге]г[ге])-7(с-а[ге]г[ге])
s (с, х, ге) — —---------  ---------------------г [ re J,

2а [ге]

а [ ге ] >0 — величина пробного шага, г[ге] — случайный, одинаково распре 
деленный вектор. Нетрудно показать, что если Л7||г||4<<», а матрица кова 
риаций г и квадратичная форма 7(c) невырождены, то выполнены уело 
вия (3), (5). Поэтому из теоремы 2 получаем, что при любом способе вы 
бора а[ге], у[ге] метод случайного поиска для детерминированной задач! 
не может сходиться быстрее геометрической прогрессии.

Наконец, аддитивный характер оценки (11) показывает, что нельз! 
уменьшить погрешность адаптации, вычисляя псевдоградиент с больше! 
точностью за счет объединения нескольких наблюдений, как это предлага 
лось Блоком (6) для алгоритма Роббинса — Монро.

5. В математической статистике хорошо известно информационное не 
равенство (неравенство Крамера — Рао), устанавливающее нижнюю гран: 
дисперсии произвольной оценки в задачах оценки параметров (7). Обсуди* 
его связь с приведенными результатами. Прежде всего минимизация функ 
ции в условиях неопределенности не сводится к задаче оценки параметров 
например, в задаче оптимизации можно произвольно выбирать точки, в ко 
торых измеряется значение функции или градиента, тогда как в статистик! 
результаты наблюдений считаются заданными, а не формируются стати 
стиком. Далее, рекуррентные оценки типа (1), как правило, являются сме 
щенными (т. е. Л7с[ге]=И=с‘). Для смещенных оценок при использовании не 
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равенства Крамера — Рао возникают серьезные трудности, связанные с су­
ществованием суперэффективных оценок (см., например, (8)). Отметим 
еще, что при выводе информационных неравенств делают обычно довольно 
жесткие предположения регулярности (7), тогда как мы требовали выпол­
нения весьма слабых условий типа (3), (4).
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