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МАТЕМАТИКА
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К ТЕОРИИ РАЗРЕШИМОСТИ ЗАДАЧИ ДИРИХЛЕ 
В ПРОСТРАНСТВАХ С<“) (G) И (G)

(Представлено академиком И. Н. Векуа 17 V 1974)

1. В дальнейшем будем использовать понятия п обозначения, приня­
тые в работах (‘, 2). Напомним некоторые из них: G — некоторая область 
эвклидова 7г-мерного пространства Еп, dG — достаточно гладкая граница 
области G, С(а> (G) — множество функций /(a:)<=G(G), имеющих в GXG 
непрерывные производные Q) порядка а, 0<а<1, с нормой (3, '*)

II/(^)IIc<“)(g> =тах |/(<?) |+ шах |/<а> (Р, Q) I;
QsG (F,Q)eGXG

(1,1)
(G) — множество функций f(x)^-Lq(G), д>1, имеющих в GXG произ­

водные fa> (Р, Q) <^Lq(G) порядка а, 0<а<1, с нормой (3, 4)

l!/W 1Мчс> = Q 1/(7)\4dQ (JJ !/<“>(?, 7)\“dP dQ yq, q А.

(1,21

Wpl(G), Z=[Z]+a, 0<к<1,—обобщенное пространство Соболева (5, 6).
Теория разрешимости задачи Дирихле в C(a)(G) и L/00 (G), как извест­

но С,2), основывается на теоремах вложения (3, '*), пространства WJ (G) 
в С(а) (G) и Lq(a> (G). Однако это вложение имеет место при определенных 
условиях. Пусть, например, обобщенное решение задачи Дирихле принад­
лежит W21(G), тогда условие pl>n вложения W2l{G) в CW(G') приводит 
к размерности пространства и<2. Так возникает проблема принадлеж­
ности обобщенного решения из W-" (G) пространству WT(G), где г^2. 
Для случая г=2 этот вопрос успешно решается в работе (7).

2. Пусть /г=3. В области G(ES), ограниченной достаточно гладкой по­
верхностью, рассмотрим задачу Дирихле

Е
ди,

bi-—,+а(я:)п=ф(а;),
дхг

i=i
где

(2,1)

f (z) ^Lq (G),

(2,2)

<р(я)еЛ<а) (G), 0<а<72.

Будем предполагать, что уравнение (2,1) строго эллиптично, т. е.
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Пусть

V, |l = C011St.

а0
1

mes G
J a(rc)dz,

а+(ж)=тах{а(г)-а0; 0}, a~(x) =—a0+max{-a(x)+a0; 0},

A/(2v+l)3
v2g

g>3,

C(q) — некоторая постоянная, зависящая только от q и размерности про­
странства, 8= {2СДу) + ^}С02 mesV1G, где Сь— постоянная, пе зависящая 
от G.

Теорема 1. Задача Дирихле (2,1) и (2,2) имеет обобщенное реше­
ние, принадлежащее пространству L3~’(G), 0<а<1, если уравнение (2,1; 
строго эллиптического типа и выполнены условия

Wa?, V 6? || , lia(a:)L_ UG)S=p, ц>0;
__ 'J i j f () ''

! = 1 i = l 'q/2 ’

4
Ci(q)------ tzc=co,

V

Доказательство. Пусть (р(х)^ЬД1‘ (dG), 0<а<1/г, тогда из теоре­
мы вложения пространства WP‘(G) в Lqw (G) следует, что ф(ж) еИ'/(G) 
(3), и если выполняются остальные условия теоремы, то будет существо­
вать обобщенное решение и (ж) задачи Дирихле (2,1), (2,2) в пространстве 
ЖгДС) (7). Поскольку рКЗ, то u(x)<^Lq‘a} (G3), где l<s^3, 2^q<2s, 
0<a<s/q—'ll2. Полагаем s=3, тогда 2^q<6, 0<a<3/g—V2. Если принят!» 
q=2, то 0<a<l.

Теорема 2. Задача Дирихле (2,1), (2,2) имеет не более одного обоб­
щенного решения в L3a}(G}, 0<а<1, если уравнение (2,1) строго эллип­
тического типа и выполнены условия 

где 7>3, p.=consl>0; б<0.
Доказательство. Пусть щ (х) еЖ2'‘ (G) и иДаДеТТДДС)—два 

обобщенных решения задачи (2,1), (2,2). Их разность и(х) =иДх) —и2(х) 
будет решением однородной задачи

Lu=0, (2,3)

н|ае=0. (2,4)

Однако при выполнении условий теоремы задача (2,3), (2,4) в про­
странстве W2‘(G) имеет своим решением функцию и(х)=0 (7). Поскольку 
имеет место ИД1 (G)->L2(K) (G), 0<а<1, то п(.г) (G).

В силу этого в K2(a> (G) имеем иЛ (х) = и2 (ж).
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Теорема 3. Если уравнение (2,1) строго эллиптического типа, коэф­
фициенты и свободные члены которого удовлетворяют условиям 

где

q>3,

ll/i (.Я) lir.(G), ll/ilt 6/5W)^=M-,

q = max(g. 4),

имеет обобщенное решение u(x)e=L.dre> (G), 0<а<1, удовлетворяющее гра­
ничному условию

и(х)\ar,=q(x) |ЙГ„ ф(ж)еС(а> (G),

0<а<'/г, причем G обладает свойством 9?, тогда решение u(.r)eC(a) (G), 
0<сс<1.

Доказательство, Пусть тогда ;/(л) е/ж''1 (G),
0<а<1. При выполнения условий теоремы и(х) еИ7(G), по РК2-*С<а) (G), 
0<7,<!/2.

Отсюда следует, что u(sc)^C{9> (G).
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