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В качественной теории параболических уравнений 2-го порядка важ­
ное место занимает вопрос о влиянии геометрической конфигурации гра­
ницы области на поведение непрерывного решения вблизи границы. В на­
ших работах (1_3), посвященных теоремам типа Жиро, было показано: 
1) если непрерывное решение параболического уравнения 2-го порядка 
имеет строгий экстремум в точке М параболической границы и область 
слишком «узка» вблизи М, то некасательная производная решения в точ­
ке М может обратиться в нуль; 2) если граничная точка экстремума М 
удовлетворяет относительно области требованию строгой (с условием 
Дини) р-параболоидности изнутри (так что область не слишком «узка» 
вблизи М), то некасательные производные решения в точке М обязательно 
отличны от нуля.

В настоящей заметке рассмотрен близкий вопрос о регулярности (в 
смысле Липшица) решения параболического уравнения 2-го порядка 
вблизи границы. Получены следующие результаты:

а) если граница обладает относительно областп свойством строгой (с 
условием Динп) р-параболопдностп извне п выполнены естественные тре­
бования к поведению граничных значений решения, то вблизи боковой 
части параболической границы непрерывное решение параболического 
уравнения удовлетворяет условию Липшица (в параболической метрике);

б) если непрерывное решение параболического уравнения имеет стро­
гий экстремум в точке М параболической границы и дополнение области 
слишком «узко» вблизи М. то некасательная производная решения в точ­
ке М может стать бесконечной и потому вблизи М решение не будет ре­
гулярно по Липшицу.

По своим результатам для параболических уравнений 2-го порядка ра­
бота примыкает к работам (4_6) авторов, где рассмотрен аналогичный 
вопрос о локальной регулярности для решений эллиптико-параболических 
уравнений 2-го порядка.

Пусть D — компактная область эвклидова пространства £'п+1 = {(ж1,. .. 
Т)} и (см. определения, например, в (6)) у (О) — верхняя крышка 

D, '(o(D) — нижняя крышка D, Г(Д) =dD\y(D) — параболическая гра­
ница D. Множество S(Z)) =Г(D)\y0(£>) назовем боковой частью парабо­
лической границы Г (О). Рассмотрим в равномерно параболиче­
ский оператор 2-го порядка с ограниченными коэффициентами

уЦ д2и уд ди ди
Lu^ У a^x,t) ——-—+) щ(ж, i)—- + с(жД)гг-—-. (1)

dxtdxj a—I dxt dti,j—i ? = i

Имея в виду применение принципа максимума, будем считать, что

—С^с(х, f) ^0,

2 ЛАН. т. 219, Ьй 4. в-ГНШЛ.. ■ *.

(х, £)едОиу(О). (2)
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Условие А. Пусть функция £2(s))^0 выпукла вверх на отрезке 
[О, s0] и дважды дифференцируема на интервале (0, s0). Будем считать, 
что Q является модулем непрерывности (для самой себя) на [0, s»].

Пусть М°=(х°, t0)^En+l, h>0 и (у, т) (г/i,..., z/„; т) есть местная си­
стема декартовых координат с началом в точке М" и с осью От, коллине­
арной оси Ot. Пусть

П (ЛГ, h) = {(у, т) 1 -к<У1< | z' | PQ (| z' | P) <0} (3)

П(ЛГ, fe) = {(y, T)eEn+I]0<|z/|Pfi(\z'\P)<yi<h}, (4)

где

z' = (y2,.. ■гУп, т),
2 = 2

Через Map будем обозначать орт, коллинеарный оси Oyi и входящий 
внутрь тела П (М°, К).

Определение 1. Пусть для граничной точки М°=(х°, t0)<s~£(D) 
существует замкнутое тело (см. (3)) (или соответственно (4))

ПрЖ До)=П(Л/°, Л01)Л{^о},

причем орт М°р, внутренний для тела П(ЛГ, ha), ортогонален оси Ot. 
Пусть параболическая граница Г (Пр (М°, Ло)) имеет в местной системе ко­
ординат (г/, т), связанной с точкой Мй, каноническое уравнение вида

У1=— |z'|pQ(|z'|p), — h^y^O в случае (3) (5)
У1= | z' | ,,Й (|z71 р), 0^г/!</20 в случае (4). (6)

Если модуль непрерывности Q из правой части канонического урав­
нения (5) (соответственно (6)) удовлетворяет условию А, то скажем, что 
точка Л/"е2(О) обладает по отношению к области D свой­
ством строгой р-параболоидности извне (соответственно 
изнутри).

Теорема 1 (достаточное условие локальной регулярности по Лип­
шицу вблизи боковой границы решения параболического уравнения 2-го 
порядка). Пусть в jDUy(jD) определен равномерно параболический опера­
тор (1), удовлетворяющий условию (2). Предположим, что для функции 
u(x,t) и граничной точки M°e'L(D) выполнены условия:

а) функция и (х, t) определена в замкнутой области D, причем

_ ди д2и ди 
и^С(В); -—,-——,— <^C(DU -/(D)), i, j=l,2,..., п, (7)

dXi дхг дх^ dt

Lu(x, t)=f(x, t), (x, t)^Dl)4(D),

где —F^f(x, i)=^0, (x, i)eDUy(Z)), F>Q постоянная-,
б) граничная точка M<>=(x'3, t())<^ll(D) обладает относительно области 

D свойством строгой (с условием Дини) р-параболоидности извне, причем 
функция из (5) удовлетворяет условию А и условию Дини

Jz-‘Q(z)<Zz< + oo, se(O,so]; (8)
О

в) для точки ЛГ'еТ(О) существует полушаровая окрестность

Oha-{Ma)=Oha(Ma)[\{t^ta}^En+l (9)
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(с центром в точке М° и радиусом ha>Q") и линейная функция

l{M!,,M')==\\aiyi, 1а,|=СЯ0, i=2,3, ...,п
i—2

(где НД>0 и а;, 1=2, 3,..., и, постоянные, а (у, т) — местная система ко­
ординат из определения 1), такие, что для граничных значений функции 
и(х, t) имеет место оценка

\u(M)-u(M°)-l(M°, М)
М=(у, (10)

причем функция cp(s), определенная на [0, s0], удовлетворяет условиям 
<peC([0, So]), ф(0) =Оф(0) =0, tp(s)>0, se(0, s0]; (И)

г) функция ф из оценки (10) удовлетворяет, помимо (11), условию 
&^q>(s)^HlsQ.(s'}, se[0, s0], Я,>0 постоянная, (12)

причем функция Q в (12) взята из условия б).
Тогда существуют постоянные Н>0 и h^(0, /г0] такие, что для функ­

ции и(х, t) имеет место локальная оценка Липшица вблизи граничной 
точки М°= (хй, t0~) е2 (D) ____________

\и(М) —и(М°) У, (^;-ж,°)2+ 17u-iQ(li0-i)

М= (х, t)^Oh~(M^[\D.
Замечание. Условие Дини (8) в требованиях теоремы 1 входит как 

в условие б) на боковую границу 2(0), так и в условия (10) —(12) из в), 
г), характеризующих поведение функции и(х, Т) на границе 2(0) вблизи 
точки М°е2 (О).

Замечание. Если односвязная область заключена между
двумя гиперплоскостями i=0 и i=7’>0 и боковая граница S(D) есть по­
верхность класса Л, 'а,'^^172, 0<а<1 (определение см. в (’)), то, пола­

гая в определении 1 Q(s)=s“, видим, что каждая точка Л/°е2(О) обла­
дает относительно области О свойством строгой (с условием Дини (8)) 
р-параболоидности как извне, так и изнутри.

Теорема 2. Пусть в Oily (О) определен равномерно параболический 
оператор (1), удовлетворяющий условию (2). Допустим, что функция 
и(х, t), определенная в D, удовлетворяет условиям (7) и

Lu(x, 7)^0, (х, i)eOUy(O), (14)

min и (х, t) =ц<0, (15)

и(М°)=ц, М°=(х°, t0)^(D). (16)
Предположим, что для граничной точки М° из (16) выполнены условия'. 
а) существует полушаровая окрестность (9) такая, что

и(М)>ц, Л/еО„0-(Л/0)ПС, ЛАМО; (17)
б) уравнение боковой границы 2=2(0) nOfto_(№1) имеет вид (5) в 

местной системе координат (у, т), связанной с точкой М°, причем (см. 
(3)) О;„-(ЛГ)ЛП(ЛГ, P)=OU7(O);

в) функция Q из (5) удовлетворяет, помимо А, дополнительному ус­
ловию

D2p(s)>0, se(0, So); sT"=o(Q(s)), s->+0,
для некоторого (0, 1 ].

Тогда для любого луча I, выходящего из точки М° и лежащего в гипер­
плоскости t=ta, с ортом МЧ, составляющим острый угол |р;|<л/2,

2* ■787 



условию А и условию

t ортом M°p, существуют постоянные ег>0 и Лге(О, h9] такие, что
Sc

и(М)-и{М°) ^е, cos ММ°М\ Jz-'Q(z)&, (2И°), (18)
|ЛГ'М|

где | М°М | — обычное эвклидово расстояние.
Следствие (необходимость условия Дини (8) в требовании б) тео­

ремы 1). Пусть выполнены все условия теоремы 2, причем функция Q из 
условия в) теоремы 2 такова, что

So
Jz~‘Q(z)dz=+«>. (19)
О

Тогда из неравенства (18) теоремы 2 вытекает, что при любом поведе­
нии и(х, t) на боковой границе S(D), сохраняющем оценку (17), и(х, t) 
не может удовлетворять оценке (13) теоремы 1.

Теорема 3. Пусть в DUy(D) определен равномерно параболический 
оператор (1), удовлетворяющий условию (2). Допустим, что функция 
и(х, t), определенная в D, удовлетворяет условиям (7), (14) —(16), где 
граничная точка М°=(х°, i0)eS(D) обладает относительно области D 
свойством строгой р-параболоидности изнутри, причем функция Q из (6) 
удовлетворяет условию А. Пусть существует полушаровая окрестность 
(9), для которой выполнено (17) и функция

p1(s)=sQI(s), se[0, So], (20)
такие, что

и.(М)-о^р,(\М^М\,Д М=(х, (21)
71
2 (ж—хг°)2+|£о—i|, и функция Qi из (20) удовлетворяет 
1 = 1

So
Q(s) • Jz'‘Qj (z) dzs^HSi, (s), se[0, s0],

s
/II>0 — постоянная.

Пусть кусок поверхности S из (21) допускает представление вида 
у1='ф(г/) в местной системе координат (у, т), связанной с точкой Мй.

Тогда для любого луча I, выходящего из точки М° и лежащего в гипер­
плоскости t=t0 с ортом М°1, составляющим острый угол (Зг с ортом М/, су­
ществуют постоянные ег>0 и h0] такие, что

so
»(ЛП-и(М°)>егсозрЖМ| [ z-'Q^z)^, M^l[\Oh~ (М°). (22)

Следствие (необходимость условия Дини (8) в требованиях в) и г) 
теоремы 1). Пусть выполнены все условия теоремы 3, причем функция 
Qt(s) из (20) удовлетворяет условию (19); тогда из оценки (22) теоре­
мы 3 вытекает, что и(х, t) не может удовлетворять оценке (13) теоремы 1.
Московский государственный университет Поступило
им. М. В. Ломоносова 18 V 1974
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