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Со времени создания лучевого метода в теории упругости стоял вопрос 
о выборе начальных данных (дифракционных коэффициентов) — функций, 
постоянных вдоль лучей, — для лучевых формул, описывающих поля точеч­
ных источников. Заметка посвящена решению этой задачи во всех прибли­
жениях. Использована методика пограничного слоя, соединяющая прие­
мы (') с аппаратом «лемм единственности» (2).

1. Рассматривается стационарная постановка задачи. Смещения 
1г(х, со) изотропной упругой среды описываются уравнениями Ламе

(/.+2p)grad div U—ц rot rot U+grad p- div U+ 
+rot (UXgrad p) +grad (p grad U) —

—UAp+pco2U=F. (1)

Предполагается, что параметры Ламе Х(х), р(х) и плотность р(х) беско­
нечно дифференцируемы, а векторнозначная обобщенная функция F(x) 
сосредоточена в точке х=0.

Формальным высокочастотным, решением уравнений Ламе в
области D будем называть ряд такой, что п-я частичная сумма его дает 
при подстановке в (1) невязку, допускающую равномерную в D оценку 
о(ожр) для любого фиксированного р>0, если п достаточно велико. Нас 
интересуют решения, отвечающие расходящимся из точки источника х=0 
волнам. Временная зависимость выбрана в виде e~uat.

2. Построим по коэффициентам системы (1) центральные поля исхо­
дящих из х=0 лучей продольной и поперечной воли. В области, где эти 
поля регулярны, построенные по ним известные лучевые разложения суть 
формальные решения при условии

|х| >consL (0“1+е, е>0. (2)

3. Рассмотрим источник типа сосредоточенного импульса
F=6(x)h; (3)

h=^0 — постоянный вектор, 6 (х) — дельта-функция. Любая обобщенная 
функция с точечным носителем х=0 получается из (3) дифференцирова­
нием и заменой h.

Вблизи х=0 вводятся растянутые координаты Х=(Х1, Х2, Х3),
Х=сох (4)

н фюрмальное решение ищется в виде

U(х, и) ~ ю )----------, (о |о/
s > о

причем предполагается, что векторы V,.(X) зависят только от X.
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Разложив функции %, ц, р в ряду Тейлора по А'ь Хг, Х3, подставив (5) 
в (1) и собрав члены с одинаковыми степенями со, получим рекуррентную 
систему задач для оператора Lo с постоянными коэффициентами

L0V0=6(X)h,
j-1

(6>
6 = 0

V; удовлетворяет условию излучения, ZS®0;
здесь

L0V=p0V+ (Ло+2(х0)gradx divx V--u,, rotx rotx V, 
po=p(O), Xo=X(O), ц.о=ц(О),

а операторы Lm дифференциальные 2 порядка относительно X с полино­
миальными по Xt, Х2, Х'з коэффициентами. Неоднородность среды рассмат­
ривается, таким образом, как малое возмущение.

Решения V; уравнений (6) можно найти явно. Структура их такова:
уг=^х|ууог+^т\Тм, (7)

ро

/о+2 Цо

где компоненты векторов Wn! и Wb! суть конечные суммы однородных 
относительно X функций целых степеней, имеющие оценку О( | X121~') при 
|Х|-^оо. Гладкость векторов V; растет с номером. Ряд (5) служит фор­
мальным решепием (1) в области

|х| <const'е>0. (8)
4. В слое S2(е, е', со), определяемом неравенствами (2), (8). где

формальными решениями (1) служат и «локальное» разложение (5). 
и лучевые, последние перестраиваются. Функции ц, р, геометрические 
расхождения и осциллирующие множители раскладываются в ряды вблизи 
Х=0, причем в показателях экспонент удерживаются нулевые члены раз­
ложений эйконалов: сх]X| и |X|.

Лучевые решения принимают после этой перестройки вид, аналогич­
ный (5), (7), с той разницей, что компоненты векторов, играющих теперь 
роль Was и W6s в (7), могут содержать присоединенные функции

Wcs= V Wj°, WJ!)=|X|' (2L)lnm-^l, (9)

Z=Sn<+«> m>0

фр"1> — векторные функции, гладкие на единичной сфере, а индекс с за­
меняет а или Ь.

В промежуточной области Q(e, е', со) перестроенные лучевые ряды 
суть формальные решепия. Отсюда следует, что члены их удовлетворяют 
в Q рекуррентной системе вида (6) и, следовательно, определены с, точ­
ностью до решения однородного уравнения

L0u=O, xeQ(e, г', со). (Ю)

5. Ряд вида (9), удовлетворяющий формально уравнению (10), одно­
значно определяется, если заданы выражения (W3S, gradx | X |) и

‘-(Ж1?1’, gradx |Х|) gradx |Х|, s=0, 1, 2, ... .
Благодаря этой лемме единственности, аналогичной (2), из сшивания 

разложений п. 4 с перестроенными лучевыми рядами могут быть одно­
значно найдены начальные данные всех приближений для продольных и 
поперечных волн.
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Доказывается, что асимптотика лучевых рядов при х->0 в действи­
тельности не содержит логарифмических членов.

Приведем два конкретных результата, полученных по этой схеме.
6. Источник типа центра вращения с осью 1,

F=— rotz[16(x) ], (И)
не возбуждает в однородной среде продольной волны U°, в неоднородной же 

д/ a i|4s)gradxT?Mt,

(12)
' pJ iti>

2 ,
~ gradx it gradx p 

rf>= ([p X s], 1) 1'sin 0, p = -^———  -----a4 ;
4лр/г (b~—a~)

здесь 7 — расходимость, г — эйконал продольной волны, а и Ъ — продольная 
и поперечная скорости, функция ф постоянна на продольных лучах; 
лучи параметрировапы касательными к ним в точке х=0 единичными век­
торами s=(s!, s2, s3). В сферических координатах 0=Сц<2л, ОС0<л

Si=sin 0 sin т], s3=sin 0 cos ц, $3=cos0. (13)

Поперечная волна имеет порядок 0(1),
7. Источник типа центра расширения

F gradx б (х)

порождает (не возникающую в однородной среде) поперечную волну 

X(s) ----- ----- е 
/со У pbJ

x(s) = (q-(q,s)s)Vsin9,

2
— gradx II gradx 
fr

4лр“/г (b2—a2) x=0

(14)
P

здесь 7 — расходимость, ат — эйконал поперечной волны. Продольная вол­
на имеет порядок 0(1).
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