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ОБОЛОЧКИ, ОСЛАБЛЕННОЙ ОТВЕРСТИЯМИ

(Представлено академиком Ю. Н. Работновым 27 V 1974)

Задаче о напряженном состоянии цилиндрической оболочки с отвер­
стием посвящено большое число исследований, начиная с (‘). В настоя­
щей работе изучаются представления решений этой задачи, позволяющие 
рассматривать оболочку, ослабленную немалым отверстием или системой 
отверстий.

Уравнение тонкой упругой изотропной цилиндрической оболочки запи­
сывается в виде

(1)

где
z=y-Vix, z=y~~ix, г=—1, 

ц2=[12(1-у2)]'/щ7(4йй),

Ч' = 12(1—у2)Е-*/1-3Ф+г[12(1-v2) \hh~lw-
(2)
(3)

Ф — функция напряжений, w — прогиб оболочки, Е, v -- модуль упругости 
и коэффициент Пуассона, /?, h — радиус и толщина оболочки, а —пара­
метр отверстия, х, у ~ безразмерные декартовы координаты, отнесенные к 
параметру а, начало координат в центре отверстия Lo, ось х направлена 
вдоль оси оболочки, ось у ей ортогональна. Частными решениями урав­

нения (1), исчезающими при 
I Z | -* «д являются функции

Рис. 1
ной в выражении (4) функции Ханкел
E>(qY) имеют решения, ограниченные при |z|->-0 (2). 

Решение уравнения (3) рассматривается в виде

14(2,2) = Clip ЯГ (?),

F2(z, z) =2p“‘i7= sh pll^ (q), 

где
p=72f%p,(z—z),

q = yi~'!1 (zz)'\

Аналогичный вид (с заме- 
i (g) на функцию Бесселя

Ф1 (z, z) = (z, z) + J £ r,t(z-?, z~?) (?) • J?1 ]</?: (6)
L k=l

здесь u — аффикс tohkit контура L=£ Eg L> — контур /-го отверстия, 
gi, (?) — действительные функции, подлежащие определению из условия 
на контуре отверстия, ¥"(г, z) — функция, отражающая напряженное 
состояние на бесконечности. При растяжении о и кручении т

4r°°(z, z) =(4vi)~‘Re [ (o+iT)z2+ozz],
v1=E/iV[12(l—v2)a2]. (7)
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Пусть оболочка ослаблена N конгруэнтными отверстиями, центры ко­
торых лежат на оси у на расстоянии b=2nR/N одна от другой. В поляр­
ных координатах (рис. 1).

z= (z-^+S) -?=г;е^-р<?;е,
г5=[г2+/2Ь2—2]Ъ cos ср] 2, е'ф/= — (J6—ге'ф) jrh

[ (z-g,-) J: X] [?-.;2+р2+2^р соз(ф—0) ]Х

Применив теорему сложения ((3), 7.15.34) для функции (цт-'"сщ) и 
обозначив контурные интегралы постоянными Ап, Вп, выражение (6) 
приводим к виду

Л* —1 00
T(z,~)=W“(z,z)+V V дГДцУ^Ьдх

X [А,г ехр (Уг цж) +В„ ехр (—Уг рт) ]е,Иф/.

Вторичное применение той же теоремы к функции IIX~' (р,У —иДе"'5' 
позволяет записать решение задачи об оболочке, ослабленной по попереч­
ному сечению периодической системой N отверстий, в виде

4f (z, z) =ЧГ' (z, z) + [Ап ехр(цжУг) АВп ехр(—цжУг) ]Х
п = — 'СО

х|//,(г’ (цгУ—1)+ у1| А,2,„72т-„(цг У-г)е-:п,;0 }е!Гф, <8)

г? = — оо

где
N-i

= (fijbl^i). (9)
j=l

При A2m=0, т=0, ±1, ±2,..., выражение (8) совпадает с представ­
лением решения (4). использованным в связи с задачей о напряжениях в 
оболочке, ослабленной большим круговым отверстием радиуса а. Дальней­
шее решение периодической задачи сводится к повторению методики ра­
боты (4).

Рассмотрим также приложение представления (6) к слушаю периоди­
ческой совокупности разрезов длины 2а, ориентированных вдоль осп у. 
Растягивающие и касательные усилия в оболочке

$2 Q2 ^2
T^V.----- Re V. Ty=Vi — ReV, 5=-v, —ReT.

by1 bx~ ->x о у

изгибающий момент и обобщенная перерезывающая сила

/ д2 д2 \
Mx=v2 —+ v-----1 Im Д’,

bx2 by /

v2=Vi/j[12(1—v2) ] ,/’.

В комплексных координатах z, z. используя (6), эти величины мож­
но представить в виде

Тх + IS = о + it + ViFt(z, z), Mx = v2F2(z, z), (.10)
(V=(jv2/c)F3(z, z),
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где

Fi(z,z) = aik(,z~l,z-C)gk(.t)dt, 1=1,2,3,
L k--=l
alh(z, z) =a!k°(z, z)+plk(z, z). (11)

В выражениях ядер т», — регулярные в окрестностях разрезов функ­
ции, aik° — сингулярные слагаемые, среди которых ненулевые

2 2 / z 1 \
«1/ =------ Г, йц“ =----- —( — + —)>Л2“ Л1 \Z“ Z /
«23° = —Im [ (1—v)-^- —(l+3v)— 1,

л L z z J л
_ Д1 i lm Г _ JzlF.+ (3+v) F +2 (7-v) J-1,

" L 2 z" z2 z J

Re [ — (1—v)—7 + 1.
Л1 L Z° Z‘ J

Потребовав на контурах разрезов выполнения условий
Tx=fi(y'), S=f2(y), Mx=fs(y), QF=My)

и на бесконечности

1-V
сс21 = 2------

2л
а33° =-Л

2

(12)

Л=о, s—т, MX=QX*=D,

получим для определения неизвестных функций g*(£) систему 
ных уравнений

2V1 f g2'(t)dt 2vbu2 Т7 / ч z х 
Л = о -------  I—--------+--------- К, (у) =f, (у),

Л t—y л

(13)

сипгуляр-

с, 9 ,( x Дл; Г g4(i)^■>=т-2у^3 (г/)--------- /------------- -r
л ф t-y л

(14)
2

i-y

4v2 f 1-v 4 ц2 7x,l f g3' (t)df\Q. [-------—g, (!,)+-(3o-v)ftW+-J^4-] +

+ ±^к^=Ш-.ал

здесь Кт(у)=^ £km„(y-—t)g^(t)dt, причем отличные от пуля ядра
L п=1

имеют вид
/си =—kei"g!, ki2 =—ker//^1 + g1“2, k23 =—2p~‘kei/£I,

k2l = — 2p_1ker'gf — 2ц_1ег‘,
k3l = ker" g, — v[kei — gj_Iker'|i] - (1 — v)|r2, 

kS2 = - kei"!, — v[ker g, + gr'kei'gj, 
A33=kei|1-3B1-1 ker'|, —(2—v) ker" £,-4(l+v) (n|2)-‘, 

&34 = kerg1 + 3grikei/g1+ (2 - v) kei"g,
(ker gi, kei§! — функции Кельвина).

(15)
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Для иллюстрации ограничимся случаем свободного от напряжений но 
контуру (Д(у) =0, к = 1, 2, 3, 4) малого разреза. В разложениях ядер 
и неизвестных функций но степеням р? будем сохранять только первые 
два слагаемых и найдем решение того же типа, который рассматривался 
в (*) в связи с задачей о малом круглом отверстии. Введя функции

фп(г) =

фпН-2

1 г ign^)~-(^-z)gn(Q
2 л iJ (/—z)2

(16)
1 rgn+2(t)dt

2лг J t—zL
п=1,2,

и полагая фй = дд0 + ц2фл1 + ..., на основании (14) получим для опреде­
ления последовательных приближений систему, первые четыре уравне­
ния которой будут

о+гт+4у1[ф40(у)+ф20(у) ]=0,
Re [ (1 - v)tp10(y) + (1 + 3v)фзо(у) ] = 0,

Im [ (1—У^оДу^З-Н^фзоДу) ]=0,

4v, [ф41 (у) +ф21 (у) J+vi J{~ [ ДГ + ln<H) ] gio (0 -4~lg2<> (0 -

у 1 [-y-ln(y-O-Y ]goo0)--y-(g“0g4o(£) |бй=о, у —const.— 2i
П

Очевидно, ф10(г) = ф30(г) =0 (gio(y) = g30(y) =0). Для определения 
остальных функций воспользуемся результатами статьи (5). Тогда

ф2о(г) = ——c(z), ф4о(г) = —-—c(z), ф21(г)=-ф41(г) = ——c(z),
ovi 8v, 128vi

где для единичного разреза c(z) = z(z2 — 1) -- 1 и для периодического
, , • az г az . а 1 ~',гразреза c(z) = sin----- sin2------sin2----- —1.2b L 2b 2b J

В частности, коэффициент концентрации напряжений на контуре ма­
лого разреза при растяжении оболочки на бесконечности равен = 
= Ту/а = — 1 + 3/1бЛЦ2 и при кручении хт = Ту/х = — (2 + УвЛЦ^сДу), 
где с0(у) = у (1 — у2)_,/г или c0(y) = sin ~ Г siri2- sin2-^-1

Zb L Zb 2b J
Новосибирский электротехнический Поступило
институт связи 21 V 1974
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