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1. В работе вычислен главный член спектральной асимптотики для 
уравнений вида

(—l)!Vi‘(p’-V4Z.(.r))=7.-1p?+(x)u(r), тей, (1)

при различных краевых условиях на границе области Q. В (1) Q—У?"', 
m>2,—ограниченная область с границей S класса C'+1, Z>1, p=p(rr) — 
расстояние от точки х до 5, числовые параметры а, 0 — «показатели вы­
рождения»; Ь — вещественная функция, непрерывная в окрестности 5; 
через V; обозначен оператор градиента порядка Z, V.*  — формально сопря­
женный оператор дивергенции.

Рассмотрен случай сильного вырождения, когда порядок убывания 
собственных чисел отличен от классического и коэффициент спектральной 
асимптотики зависит от вида краевых условий. Найдена также асимптоти­
ческая формула для спектра краевых задач со спектральным параметром 
в граничном условии.

Спектральная асимптотика краевых задач для вырождающихся урав­
нений второго порядка была получена Нордином (') (при а=1, 0=0) и 
М. 3. Соломяком и автором (2, 3) (а>0). Некоторые результаты аналогич­
ного характера были получены также Гиймо-Тесье (’, 5). Вырождающиеся 
задачи второго порядка со спектральным параметром в граничном условии 
рассмотрены в (6).

Что касается вырождающихся задач вида (1) прп Z>1, то для них из­
вестны лишь (при а>0, 0=0) двусторонние оценкп спектра, установлен­
ные И. А. Соломещем (7).

Результаты настоящей заметки получены на основе метода, предло­
женного в (2, 3, 6). Этот метод применим также для исследования урав­
нений вида более общего, чем (1). Однако асимптотическая формула ста­
новится при этом значительно более громоздкой.

2. Задача рассматривается в вариационной постановке. При h^O и 
вещественном а определим квадратичную форму

<>[«]= JVaVzuP+felul2)^, 4a' = <0. (2)

Обозначим через Яа'(Й) пополнение в метрике формы 4^ множества 
функций из С~(й), на которых форма конечна. Классы HalDh((A), k= 
=1, ..., I— это подпространства в Яа'(Й), получаемые при замыкании 
множества функций из C”(Q), удовлетворяющих краевым условиям:

ди I д'-'и

где п — единичный вектор нормали к 5. Пространство HalDl(Q) совпадает 
с Яа!(С2) — замыканием в Яаг(й) множества C0“(Q). Пространство Hal(Q) 
будем иногда обозначать (Q).
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Следующие факты, по существу, хорошо известны.
Лемма 1. 1) Если —1<а<1, то пространства HaDh(Q), к=0, ..., I, 

различны.
2) Если 2(1-к)-1^а<2{1-к)+1, то HalDk{Q.)=HalDk+i(Q), к=1, ...

3) Если а5*21 —1, то все пространства Ha,Dk(Q') совпадают с Ha‘(Q).
4) Если а<—1, то все пространства Ha‘Dk(Q) совпадают с
Квадратичные формы (2) при любых h>0 определяют в На‘(£1) экви­

валентные метрики. Если —°°<а<1, то эквивалентная метрика в Яаг(£2) 
определяется также формулой Аа‘.

Пусть b — вещественная, измеримая в Q функция, непрерывная в ок­
рестности 5. Квадратичная форма

■Ви[и] = J p^W2 dx (3)

вполпе непрерывна в пространствах HalDh(Q.), к=0, . . . , I, если 2Z—а+0>О. 
Назовем спектральной задачей D*,  к—О, . . ., I, задачу о вычислении соб­
ственных значений (последовательных экстремумов) отношения квадра­
тичных форм

Bfdul/A^fu], u^Ha‘Dk^). (4)

Из леммы I следует, что задача Dk, к=А, ..., I-1, определена при 
— 1<а<2 (Z—к) +1, задача D11 определена при a, 0>—1, задача D1 — при 
а<А. Собственные числа и собственные функции задачи Dk при Zi5=0 
удовлетворяют уравнению, аналогичному уравнению (1), с добавлением 
в левую часть слагаемого 7гр“и. Собственные функции удовлетворяют Ze пу­
левым краевым условиям, а также (при Zc<Z) дополнительным естествен­
ным условиям, явный вид которых при использовании вариационного ме­
тода несуществен.

Остановимся на постановке задачи при /г=0. В этом случае, как обыч­
но, на функции и следует наложить дополнительные условия ортогональ­
ности (см. (8). где этот вопрос подробно рассмотрен для невырождающих- 
ся операторов). Например, если />5э0. то задача Dk, к=0, ..., 1—1, есть 
задача о вычислении последовательных максимумов отношения В$[и]/ 
/Аа![и] при условиях u^JdalDk(Q) и 

р^Ьих1 dx | =0.

spinel а

Обозначим функции распределения положительных максимумов (от­
рицательных минимумов) отношения (4) через п+(к, Dk) (n_(Z, Dk)). 
Предположим, что выполнено условие сильного вырождения

(а—0) (m—1) >21—а+0>О. (5)

В этом случае (так же как и для операторов второго порядка (2, 3)) по­
рядок роста функций n±(X, Z)ft) отличается от классического порядка 

а асимптотический коэффициент содержит интеграл по поверхно­
сти вырождения. Кроме того, в асимптотический коэффициент входит 
множитель, определяемый собственными значениями некоторого вспомо­
гательного дифференциального оператора на полуоси.

Обозначим через ц„=р„(а, 0, Z;£>'1) последовательные максимумы от­
ношения квадратичных форм

см со I
J z₽l/l2dz
о о 5=0

/р \У Сdt,
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Числа Lin совпадают с собственными значениями дифференциального урав­
нения

JV/(-l) 0<£<+«,

при условиях /о>(0)=0, 7=0, к—1, и дополнительных естественных
условиях в нуле. Введем обозначения:

0=(m-l)-(2Z-a+^)-1, (6)

4."kU:D’). к=0,..., I. (7)
>■ = 1

Теорема 1. Пусть Q, — ограниченная область в Rm, m^2, с границей 
S класса С’+>. Предположим, что выполнено условие (5).

Тогда при h^O, к—0, . .., I, имеет место асимптотическая формула 
lim (к, Dk) = (2л) 1-m Vm^w (а, |3. I. 0; ТУ") ■ J bJ dS, (8)

где Q —показатель (6), Vn-i —объем единичного шара в Rm~l.
Замечания. 1) Формула (8) не изменится, если в любой строго 

внутренней подобласти заменить форму (2) на произвольную невырож- 
дающуюся дифференциальную квадратичную форму порядка I. 2) Фор­
мула вида (8) сохранится и тогда, когда вырождение происходит лишь 
на части границы S.

3. В этом пункте рассмотрим задачи со спектральным параметром в 
граничном условии (задачи Стеклова).

Обозначим через HalNDk(Q). к=0, ..., Z—1. подпространства в Яа'(й), 
получаемые при замыкапип множества функций из 6>(Q), удовлетворяю­
щих граничным условиям *:

* Если j'mS и м0 — единичный вектор внутренней нормали в точке ж0, то

dhU det
------  99 =
<)nh

ди I

On 1 s On Is
Лемма 2. 1) Если — 1<а<1, то пространства HalNDh(Q'), к=0, .. . 

. . . , Z— 1, различны.
2) Если 2(1-к)-1^а<2(1-к)+1, то Нг,1:\Ок-'-(9.)^Н9ППк(9)^ к= 

= 1, . . . , 1-1.
Пусть на границе S задана вещественная измеримая функция т. 

Введем обозначение:
0c=(m—1) • (2Z—сс+1)-1. (9)

Предположим, что т—L-.-(.S'), где у=0с при 0С>1. ’'>1 при 0С=1, 7 = 1 
при 0„<1. Квадратичная форма

7[и] = [ тЫ2dS
S

вполне непрерывна в пространствах HalNDh(Qd), к=0. ..., 1—1. Назовем 
спектральной задачей A7J4, к=0, . . ., 1—1, задачу о вычислении собствен­
ных значений отношения квадратичных форм.

Т[и]/А‘М, к>0, u^’NDAQ); (10)

[dhu
~di*~ (zo + H|)t)
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при А=0 на функции и наложить дополнительные условия орто­
гональности. Из леммы 2 следует, что задача ND\ к=0, ..., I—1, опреде­
лена при —l<a<2(Z—А)—1. Функции распределения спектра отношения 
(10) обозначим через п± (Л, NDk).

Асимптотическое поведение функций к±(л, NDk) аналогично асимпто­
тическому поведению функций распределения спектра отношения (4). 
В асимптотический коэффициент входит собственное значение задачи 
Стеклова на полуоси. Обозначим через x=z(a, I, NDk) максимум отно­
шения квадратичных форм

l/(0)|2/jV(V dt,

0 ;=0

совпадающий с единственным собственным значением соответствующей 
задачи со спектральным параметром в граничном условии. Например. 
к (а, 2, ND1) есть собственное значение задачи

(Df")"-2(taf')'+taf=0, 0<«+«>,

/' (0)=0, lim[(rf)'-x-V]=0.

Теорема 2. Пусть выполнены сформулированные выше условия. При 
h^Q, k=Q, . . ., I— 1, имеет место асимптотическая формула

ПтХ9лг±(л..АВ6) = (2л)1-тСт_1хе (аЛ.Л’О'г)-f b±e‘dS, (11) 
Л-, 0 JS

где 0С — показатель (9).
Замечание. Если вырождение происходит на части Si границы Sr 

то при а^О сохранится формула вида (11) с интегрированием по
В заключение автор выражает благодарность М. 3. Соломяку за по­

стоянное внимание к работе.

Ленинградский государственный университет Поступило
им. А. А. Жданова 18 IV 1974
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