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ОДИН КРИТЕРИЙ УСТОЙЧИВОСТИ полиномов

Разнообразные способы решения задачи устойчивости полиномов при­
водят к определенным формам необходимых и достаточных условий (',2), 
анализ которых усложняется с увеличением степени полинома. Здесь пред­
лагается критерий, содержащий определители, весьма просто составляемые 
по коэффициентам полинома *.  В комплексном случае их наивысший по­
рядок и число равны степени полинома п, в вещественном же — примерно- 
[п/2].

Переходя от заданного полинома/(z) к полиному 2?(z)=/(fz) и учи­
тывая известные соотношения между расположениями их корней, сформу­
лируем теорему, являющуюся исходной при установлении результата 
работы.

Теорема (Эрмита — Билера). Необходимое и достаточное условие 
того, что все корни полинома F(z) =g(z)+ih(z) лежат по одну сторону ве­
щественной оси, состоит в том, что корни полиномов g(z) и h(z) вещест­
венны, просты и перемежаются.

Из условия теоремы следует, что выражение //(z)g(z)—g'(z)fe(z) 
вдоль вещественной оси сохраняет знак, не обращаясь в нуль. При этом 
расположение всех корней полинома F{z) в верхней полуплоскости обес­
печивается выполнением неравенства

7i'(z)g(z)—g'(z)7i(z)>0, Im z=0.
Приведем вначале несколько вспомогательных утверждений. Пусть 

h(x) =h(,xm+hiXm~l+...+hm-ix+hm, h^O,— некоторый полином, корни ко­
торого обозначим через xh х2,..., хт. Для соответствующих ему матриц

имеет место (4)
Лемма 1. HW=WD, где £>=diag (ж1; хг,..., хт) —диагональная мат­

рица с элементами xt, х2,..., хт.
Введем матрицу
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Лемма 2. Матрица Sh симметризует слева каждую из матриц Н\ т. е.. 

(ShHk)‘=ShHk (i — обозначение операции транспонирования).
Предпосылки для установления указанного критерия содергкатся в работе (3).
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Нетрудно убедиться, что матрицы ShH\ к=1, 2, . . . , т. в блочно-диаго- 
налытой записи имеют вид
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Лемма 3. Если корни полинома h(x) вещественны и просты, то мат­
рица S., конгруэнтна матрице h'(D), точнее W'SJV=h'(D).

Лемма 4. Для произвольных полиномов h(.r.) и g(x) одинаковой сте­
пени и соответствующих им матриц Н, Sh и G, S„ имеет место соотношение S^n-SMG)^.

Сформулированные утверждения вместе с теоремой Эрмита — Бплера 
позволяют установить следующий результат.

Т е о р е м а 1. Пусть f(z) —полином, степени п с комплексными, коэф­
фициентами, a g(z) и h(z) — соответственно вещественная и мнимая ча­
сти. полинома f(iz). Для того чтобы все корни полинома /(z) имели отрица­
тельные вещественные части., необходимо и достаточно, чтобы в случае 
deg h (z) >deg g{z) матрица S„g(H) была положительно определенной, а в 
случае deg h{z) <deg g(z) матрица Sgh(G) была отрицательно опреде­
ленной *.

* degA(z) — обозначение степени полинома А(з).

Отметим, что с использованием представления (1) указанные в теоре­
ме 1 матрицы просто записываются через коэффициенты исходного поли­
нома, а условия их определенности выражаются, как известно, в виде п 
неравенств па последовательные главные миноры.

Рассмотрим теперь случай вещественных коэффициентов. Учитывая 
четность вхождения переменной z в полиномы #(з) и Я,(z) из разложения 

=g (z) +Zz/z, (z), делаем замену z’=.r и переходим соответственно к по­
линомам и(х) и 1Дх), для которых, очевидно, deg и (.г) S^deg v (х). Опреде­
ляем соответствующие полиному и (х) сопровождающую матрицу U испм- 
метризующую ее матрицу 5„. Имеет место

Теорема 2. Все корни полинома /(z) =a0z,'+<7,z’’_l+. . .+га„, а.=а,, 
а()>0, имеют отрицательные вещественные части тогда, и только тогда, ког­
да все его коэффициенты, положительны, а матрица Suv(U) отрицательно 
определена.

Очевидно, что при п четном матрица Suv(U) имеет порядок п/2, а при 
нечетном п — порядок (га — 1) /2. С учетом представления (1) опа так же про­
сто выражается через коэффициенты исходного полинома ((z), а условие 
отрицательной определенности записывается в виде соответствующей по­
следовательности неравенств на се главные миноры.
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