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1. Пусть gi, ^2,... — случайные величины, связанные в цепь Мар­
кова (2), причем D£s<°°. Положим

£п=£1+ •.. Рп (х) =Р (Sn—Е5„<жУВ5„).
Во многих работах изучаются условия, гарантирующие асимптотиче­

скую нормальность распределений F„ (см., например, (2,3,5_7)). Этому 
посвящена и настоящая заметка.

Условимся об обозначениях. Пусть Ф — функция распределения нор­
мального закона с нулевым средним и единичной дисперсией. Предполо­
жим, далее, что в вероятностном пространстве (Q, , Р) выделены две
о-алгебры событий: si и Я. Составим, следуя (8,4), число

d(sl, 9Т) =sup|Е^ц—Eg • Er] |,

где верхняя грань берется по всем парам случайных величин (|, ц) таким, 
что их дисперсии не превосходят 1, случайная величина £ измерима от­
носительно о-алгебры si, т] — относительно

Если измеримые пространства (^, si), <%) связаны переходной 
функцией Q(ж, В), то коэффициент эргодичности (см. (2)) для Q обозна­
чим через a(Q):

а(<?)=1- sup (ад, В)-Q(xz, В) |.
Xit X», в

Пусть ц — вероятностное распределение на (Й7, si). Пара (ц, Q) по­
рождает вероятностное распределение Ри на ^Х6^/. Рассматривая вероят­
ностное пространство (Ж’Х^, st-Xffi, РД, положим

р(2, ц) =Й(Д о,
где _ _

«5^ = {4 Х6^} Леей, ^= (^X/j}

Заметим, что, согласно (2), существует такая постоянная К, что 
₽«?, ц)<А| 1—а(2) Г, а(2)^Х(1-р(2, ц)).

2. Пусть случайные величины g2,. .. связаны в однородную цепь 
Маркова (6) с фазовым пространством (Ж”, si), переходной функцией 
2(ж, А) и стационарным начальным распределением ц. Функцию перехо­
дов за п шагов обозначим Qn.

Пусть (J?~t) — о-алгебра событий, доступных наблюдению в мо­
менты времени k^s (соответственно k^t). Заметим, что число

р(п, s)=d(3~s, SFn+s)
не зависит от s, причем

р(га, s)sp(n) =^(2п, р), р(т+/г)=Ср(т)р(н).

В частности, если р (Л7) <1 при каком-либо N, то р(га) экспоненци­
ально быстро стремится к нулю при и-*°о.
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В работах (6,2) установлено, что Fn(x) ->Ф (2), коль скоро 0<Dg1<°® 
и а((Д)>0 при каком-либо N. Новые теоремы И. А. Ибрагимова позво­
ляют усилить этот результат.

Теорема 1. Если 0<Dgt<°o л р(А)<1 при каком-либо N, то 

A;1=sup|(ж)- Ф(ж) | ->0
X

при причем

^-->1, о!=Е^+2У Е^г, о2>0.
п<г

S>1

Предположим теперь дополнительно, что | gi | <С_ при некотором С>0. 
Из теорем С. В. Нагаева (’) следует, что А„=О(1/7га), если а((?)>0. Ока­
зывается, что этот результат можно дополнить.

Теорема 2. Если |^|<С, D^>0 и р(Лг)<1 при некотором N, то 
An^Ci/Vn.

Предположим теперь, что распределение ц и все распределения Q(x, •) 
абсолютно непрерывны относительно a-конечной меры X. Пусть p(y)t 
q(x, у) — соответствующие плотности, причем р(у)>0 и функция q изме­
рима относительно о-алгебры MX .5/. Положим

/=
£?Х£?

р(.х) 
р(у)

k(dx)k(dy').

Заметим, что [3 (<?, ц) <1, если /<2.
Пр им ер. Пусть ^ = {0, 1, 2,...}, — о-алгебра всех подмножеств

множества 36, X(s) =1 при всех . Пусть
?(0, О)=Ьо, g-(s, s+l)=«s, gr(s+l, s)=bs+i,

где 0<as<l, as+fos=l при всех s>0. Предположим, что В этом
случае существует единственное стационарное начальное распределение щ 
причем 2<2, р(<2, ц) <1.

С другой стороны, <х(<2„) =0 при всех п.
В качестве следствия получаем, что коэффициент сильного перемеши­

вания цепи с указанной переходной функцией и стационарным начальным 
распределением убывает экспоненциально быстро.

3. Предположим, что при каждом п=1, 2,... случайные величины 
l:CsC.s„, связаны в (неоднородную) цепь Маркова (2) с переходными 
функциями Qns и пространствами состояний M„s).

Пусть — распределение, индуцированное цепью на (^n8, Mns). 
Допустим, что случайные величины fns имеют конечные дисперсии. Пусть 
для простоты sn=n.

Положим
5n = ^2^„s, ?\(ж)=Р(5п—E5n<a;VD5n),

S

cxn min оДC?ns), (ы шах [3 (^n®, p^s) •
l<s<sn l<s<sre

В работе Р. Л. Добрупшна (2) доказано, что Fп(х) -+Ф (х) при п-+°°,. 
если известно, что апп1,1

Dgn3>c>0, |g„s|<C. (1)

Этот результат Р. Л. Добрупшна может быть дополнен следующим об­
разом (ср. (*,6)).
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Теорема 3. Допустим, что (1 — ^П)п71->°о и выполнены условия (1). 
Тогда при п^-°°

sup |Fn(x) —Ф (z) | -*0.
X

Теорема 4. Допустим, что a„nv71n п-*°° и выполнены условия (1). 
Тогда для каждого р>0

ОО со

J \x\pFn(dx')-+- J Ш? Ф (dx)
— х —со

при п-^°о.
Пример С. Н. Бернштейна (2) показывает, что в условии теоремы 3 

множитель п1’ не может быть улучшен. В то же время, следуя Р. Л. Добру- 
шину, можно ослабить требования (1). Пусть Fns — распределение случай­
ной величины gns—E£ns.

Теорема 5. Допустим, что 0<c=CDg„=:=SC<00 и для каждого г>0
1 у

п(1—Вп)аД—I 3,

при п-+°°' Тогда Fn(x) ->Ф (ж).
Зададимся теперь каким-либо р, 2<р<°°. Пусть

6 = /—7=2/—/, c„ = minDgn., 
ор Зр S

С„=шах{Е | UI р}1/р-
«

/ \

Теорема 6. Если Egns=O, (—— ) ап--------- > °°, то при п-^
\ Сп2 / In1 п

ОО со

J \x\pFn(dx) -> J ЫРФ (dx).
— СО — 00

В заключение приношу глубокую благодарность И. А. Ибрагимову за 
постановку задач и внимание к работе.
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