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(Представлено академиком А. Н. Тихоновым 20 V 1974)

В. Никлиборк в работе О следующим образом сформулировал балли­
стическую задачу о том, попадет ли в данную цель снаряд, имеющий на­
чальную скорость, как «краевую задачу».

Пусть дана система нелинейных дифференциальных уравнений второго 
порядка

x=f(t, х, у, X, у), y=g(t, X, у, X, у). (1)

Требуется найти решение x(t), y(f) системы (1), удовлетворяющее усло­
виям

ж(0) =г/(0) =0, х2 (0) +р2(0) =р2. (2)

Для определенного (заранее неизвестного) Ге[0, Т] должно быть

х(1*)=х*, y(t*}=y*. (3)

Числа к>0, х\ у* заданы, причем х*2+у*2>0.
Важное значение, на наш взгляд, имеет нахождение различных мето­

дов для приближенного решения задачи Никлиборка (задачи (1) —(3)). 
В статье для приближенного решения задачи Никлиборка применяется ме­
тод полиномиальных операторов (2).

1. Пусть на отрезке [а, задана некоторая система {срДж)}оп из п+1 
непрерывных функций. Сумма вида

п

Рп(х)= у1, щфй(ж), (4)
k=0

где ак — любые действительные числа, называется полиномом (обобщен­
ным) по системе функций {фь (ж) }s=o (2).

Предположим, что С7„[ф(^); 1] — некоторый линейный полиномиальный 
оператор, определенный в пространстве ■2>+°°[0, Т], так что любой функ­
ции i|>(£), принадлежащей 2?+°°[0, Т7], ставит в соответствие обобщенный 
полином вида (4).

В случае, когда функция ф(%, s) зависит от двух переменных £ и s, 
запись H„[ifi(|, s); t] будет обозначать, что оператор Un 
действует на ip(g, s) как на функцию от в то время как пе­
ременная 5 играет роль параметра. Пользуясь теоремой об общем виде 
линейного функционала в 3?+с° (см. (8), стр. 222), представим полином 
Нп[^(^, а); 1] следующим образом:

H„[i|>(g, s); У] щ($)фь(0, (5)
й=0

где щ(s) — некоторые линейные функционалы, зависящие от параметра s.
Через H=AH(J) обозначим класс функций ф(£), которые на рассмат­
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риваемом промежутке I удовлетворяют условию Липшица первого порядка 
с константой А.

В дальнейшем важную роль будут играть леммы 1 и 2. В. Нпклибор- 
ка (‘), лемма 1.1 В. К. Дзядыка (2) и следующая лемма об интегральных 
неравенствах.

Лемма (см. (’), теорема 2). Пусть непрерывная и положительная на 
[О, Т] функция v(t) удовлетворяет неравенству

I т
v (*) (t) + J (s)v ($) +'Ф1 Д, s) Ids + J {<p2 (s) v (s) +ip2 (t, s) }ds,

0 0

где (pi(s)>0, s)^0, г=1, 2; f(t) 5s 0 — непрерывные функции и

Тогда
т т т

[1+(ехр $ cpi(s)ds)$ q>j(s)ds] $ q>2(s)N(s)ds
р (£) -----------------------------------------------+ N (i),т т т

1-[1+(ехр S <pi(s)ds)$ фДв)^] $ cp2(s)ds
ООО.

где
Т т t

W)=f(l)+ J [фД!, s)+ip2(£, s)]ds + (exp J(pj(s)ds j J cpi (т)/(т)йт+
0 0 0

т t т
+ ^exp J (pits') ds )s Ф1(т) [/ {■фДт, s)+if>2(T, s)}ds j dx.

2. Рассмотрим задачу Никлиборка. Пусть a;(i), y(t) — решение систе­
мы (1), удовлетворяющее условиям (2). Тогда x{t), у(t) имеет вид

t i
xtt) =vt cos a + J (t—s)f(s)ds, у tt)=vt sin a + J tt~s)g(s) ds, (6)

о о
где

/($)=/($, x(s), y(s), x(s), ytsY), g(s)=g(s, x(s), y(s), x(s), yts)).
Искомое время t* является корнем трансцендентного уравнения

t 2 t 2
v42= p - J(£—s)/(s)ds J +[*/'-J (i-s)g(s)dsl .

0 0

Нетрудно видеть, что верно обратное: если t* — корень уравнения 
то решение (6) является решением задачи Никлиборка, при этом

(7)

(7),

а
vt" cos а,*=х* — J (Г—s)f(s)ds, vf* sin a*=p’— J (£’—s)g(s)ds.

0 0

(8)

Таким образом, если ж(£), у(Д — решение задачи Никлиборка, то ж(Д, 
y(t) будет решением системы нелинейных интегральных уравнений типа 
Гаммерштейна

t Т Тx(t) = ——-[ж* — Je s)f(s)ds }+ J e tt, s)fts)ds,
0 0

t T Ty(t) = — Je(r, s) g(s) йЛ + J e(t,s)g(s)ds,
о 0
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(9)
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где
j t—s, если s^i,

Q, если s>t, s, £е[0,21];
Г является корнем уравнения (7).

Отправляясь от системы (9) и какого-нибудь линейного полиномиаль­
ного оператора t/n.[ip(^); t], введем в рассмотрение систему нелинейных 
интегральных уравнений типа Гаммерштейна с вырожденным ядром

т т
Xn(t) = —lx'- f e(tn,s')fn(s)ds\ + f U„[e(l,s); t]fn(s)ds, 

t* 1 oJ } 0
T T

yn(t) = —s)gn(s)ds| + j (7„[e(g, s); t]gn(s)ds, (10)

п о 0

(Г}

где
/n(s)=/(s, £„(«), y„(s), xn(s), z/„(s)), g„(s)=g(s, xn(s), y4{s),xAs), у „(s')),. 
tn является корнем уравнения

т 2 Т о
vV=[x'_ J e(^,s)/„(s)dsj + [/-J e(£,s)gn(s)ds} .

о 0

Из (6), с учетом (8), аналогично имеем
т т

Xn(t)=Un {s’— J e(tn, s)/n(s)ds|; zj + J s); J]/n(s)ds,
п о 0

(11)
1 T Tijn (i) = Un £ — + J e (£„, s) gn (s) ds | ■, t j + Jt7„ [ e, (£, s); t] gn (s)ds,

п 0 О

где

ММО, Л-
х„(£), £?«(£)■> определяемые по

fl, если s^t,
ei(A $) = ■{I 0, если s>t,

В силу леммы 1.1 из (2) xn(t), yn(t) и 
формулам (10) и (11) соответственно, представляют собою полиномы с ко­
эффициентами а]®, с™, d^} по системе функций {фл (ж) }л=о.

Пусть функции /(/, х, у, п, z), g(t, х, у, u, z) определены и непрерывны 
в области | у | |zz|=Si>, ]z|<b} и в этой области
удовлетворяют условию Липшица по переменным х, у, u, v с константой А.

Положим
2И=тах {|/|, |g|}, б=тах {|ж*|, |у’|}.

R

Имеет место следующая теорема о существовании и единственности 
решения «приближающей» системы (10).

Теорема 1. Пусть выполняются условия:
а) числа v, Т, 6 удовлетворяют неравенствам 

4M(6+\W2) 2 (б+'/гМГ) г^и2Т2-,
и||СШ; £]llc+mtfn[e(g, s);
^J|27n[l; i]||c<&;
выполнено условие 

?=[^^2-5'/’+l(ll?74g;d||c+||t7„[l;di!c7,+ 

+2 (||Un[e (£, Л ; /] ||с+||Un[е, (g, s); i] ||с) ] АТ<1. „

Ь)

с)
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Тогда система (10) имеет единственное решение хп(Т), yn(t) и это 
решение можно найти методом последовательных приближений.

Замечание. Из условий теоремы 1 на основании леммы 1 Никли- 
борка следует, что уравнение (7х) имеет единственное решение tn и это 
решение можно найти методом последовательных приближений.

Пусть выполняются условия: 
qi=AKT\\\Un[l-, t] Ilc+llt/Jl; i]llc)X 

Х[1+ЛГ(7,+2) (exp {Л2* 1(2,+2)})]<1, p=AT(T+2) <1,

6(l-9i)

^(С7„;Я) = ^ sup ||if (Z)-t7„[if; i]||cf l (]
ifeIJ[ —1,1]

и через Un обозначен оператор, порожденный оператором Un при помощи 
перехода от отрезка [0, Т] на отрезок [ — 1, 1] по формуле

Un [if; t] = Un[^; X/2T (Z+l) ],
ile(

где if определена на [ — 1,1] и if(i) = if (2^/Z—1).
3. Оценка погрешности. Пусть a?n(i), yn(t) — приближенное 

аналитическое решение, x(t), y(t) — точное решение задачи Никлиборка. 
Непосредственным вычислением можно показать, что

\\x(t)-xn(t)\\c^len, \\y(t)-yn(t) \\c<le.n,

где I — некоторая константа, а е„ стремится к нулю при
Азербайджанский государственный университет Поступило
им. С. М. Кирова 8 IV 1974
Баку
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где
v ■ 5'/а
4Ж

(у2 3-5,/2+1).К

При этих предположениях имеет место следующая
Теорема 2. Пусть выполняются все условия теоремы 1. Тогда для 

любого линейного полиномиального оператора Un[if (g); i] полиномы 
x„(t),yn(t), являющиеся решением системы (10), приближают на [0, Т] 
решение x(f), у(Т) задачи Никлиборка так, что при этом выполняются 
неравенства

||ж(£)-xn(t) ||с^(1+а„)QLn,
\\у Ь)-Уп^) \\c^(l+an)QL„, 

где
Ln=\\x(t)-Un[x^)’,t]\\c+\\y(t)-Un[yd)- i]llc+

+ ||x(i)— t7„[x(B); t ] il c+ \\y (i) — un [ у (g); i]||c;

ЛТ(71+1)(2<Г(ПП;Я)

l—AT(T+i)Q<o(Un-,H)
если AT{T+1)QS(Un\H}<.l,

если AT(T+l)QS'(.Un;H')>l;
(1+/Q [6+42Г£(||СЩ; d ||С+|Щ1; t] ||e) (ЗТ+8)И

3* 803


