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МАТЕМАТИКА

В. В. НАПАЛКОВ

ОДНОРОДНЫЕ СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ ТИПА СВЕРТКИ
НА ВЫПУКЛЫХ ОБЛАСТЯХ Н

(Представлено академиком В. С. Владимировым 22 V 1974)

1. Обозначения. Пусть соczRn — некоторая область, с?(со), <F'(co), 
S)'(со) — пространства бесконечно дифференцируемых функций на со, рас­
пределений с компактным посителем в со, всех распределений на со соот­
ветственно, снабженпые естественной топологией (*); ^(со)А, сУДсо)'', 
ЗУ — топологические произведения

с? (со) X ... X <S (со), (S' (со) х ... X (S' (ю), ЗУ (со) х ... X ЗУ (со),
k раз k раз k раз

соответственно; ц — преобразование Фурье распределения цей’Дсо); 
ef'(co) — множество преобразований Фурье элементов из хВ’Дсо), в кото­
ром вводится топология так, чтобы с?'(со) и с?'(со) были топологически 

л хъ Г(со)х ... X f'(co)
изоморфны;© (со) —топологическое произведение-------------„---------

k раз
Отметим, что (S'(со)А — модуль над кольцом Ж(со).
H(D) — пространство функций, аналитических в области D<=Cn с топо­

логией равномерной сходимости на компактах из D-, -В(со) — множество 
гиперфункций на со (3).

Пусть У<=С” — область голоморфности, причем УЛ2?п=со. Такое мно­
жество существует по теореме Грауэрта (4). Заметим, что если со выпук­
лая область, то в качестве V можно взять трубчатую область в С" с осно­
ванием со, которую будем обозначать в дальнейшем через Уи.

Введем множества:

V0=V, У—{геУ: ImZj^O}, /=1, 2,..., n; 
У#со = У0ЛУ1П ... ЛУп={геУ: Im z^O, V/=l, 2,..., и}; 

У=У1Г1 • • • ЛУД • • • Л Vn={z^V: Im zk¥=0, УкУ=]'}, /=1,2,... ,n.

Согласно теории Сато (3), имеет место изоморфизм
п

Я(со)=Я(У#со) (1)
J==l

Если среЯ(У#со), то через [ср] обозначается гиперфункция на со, кото­
рая определяется функцией ср в силу изоморфизма (1).

2. Пусть Й — выпуклая область в Rn и ц,= (|Лл,..., Ц{Р)е<?"(Й)р, 
i=l, 2,.. ., р. Рассматривается однородная система сверточных уравнений

У*/=0, /=1, 2, (2)
где Жс?(й)р. Здесь свертка щ*/ определена в открытом множестве

й;={жеЯ": ж—с/ей, когда U supppi.i}.
1=1

Множество решений системы (2), принадлежащих пространству 
#(Й)?. обозначим через W. Через Е обозначается множество линейных 
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комбинаций экспоненциальных решений системы (2), т. е. решений вида 
3*{х) ехр <Х, х>, где компонентами 5® (ж) служат многочлены. Возникает 
следующая аппроксимационная задача: совпадает ли Е с W?

Предположим, что определитель

. Црр

(3)

Элементы , |rip)s^/(Q)? порождают в ^'(Й)-модуле <^'(й)р
подмодуль 7(щ). Пусть 71ос(н1)<=3,/(й)р — локальный подмодуль (“), по­
рожденный подмодулем 7(ц,). Если цеДоДщ), то

р 

г=1

(И

где а,-=А,-/Д, i=l, 2, . . ., р, А, — определитель матрицы
Hi-11 Л1 Mi+11 • • • Нм \

I /

(5)

/Ни. •

- Ц1р • • • Цг-ip Цр Pi+ip ■ • • Црр

Известно, (см., например, (5)), что функции а,- являются преобразова­
ниями Фурье аналитических функционалов а,-, имеющих носители (9) 
supp a^Rn, i=l, 2,..., р.

Определение. Систему вида (2), для которой выполняется усло­
вие (3), будем называть й-симметричной, если для всякого ЦеА.с(щ) 
функции at в представлении (4) удовлетворяют условиям

supp «i+supp Ц;)(~й Vi, k=i, 2,. . ., р.

Основная теорема. Если система (2) £1-симметрична, то E—W.
При р=1 система (2) сводится к одному уравнению

Н*/=0, /е<Г(Й), це<Г(Й),

и условие й-симметричности всегда выполняется. Таким образом, из 
основной теоремы вытекает

Следствие 1. Всякое решение уравнения (3) из пространства 
<£ (й) аппроксимируется линейными комбинациями экспоненциальных 
многочленов, удовлетворяющих этому же уравнению.

Результат, сформулированный в следствии 1, для размерности п=1 
вытекает из работы А. Ф. Леонтьева (2), а для п>1 впервые был доказан 
Хёрмандером (5). Отметим, что наш метод доказательства существенно 
отличается от доказательства Хёрмандера.

Любая система вида (2), удовлетворяющая условию (3), является 
.йп-симметричной. Поэтому имеет место

Следствие 2. Всякое решение системы (2) из пространства S(Rn) 
аппроксимируется линейными комбинациями экспоненциальных решений 
этой же системы.

Замечание. В работах (6, 7) Мальгранж рассматривал однородное 
уравнение свертки вида (5), где (R ). и доказал, что
множество линейных комбинаций экспоненциальных решений плотно 
в множестве всех решений из пространства ЗУ (Rn) этого уравнения. Мож­
но рассмотреть систему (2), где цге^"(й)р, р=ЗУ Q.'-_R" — произ­
вольная выпуклая область, и с помощью нашего метода показать, что 
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если система (2) является fi-симметричной, то множество линейных ком­
бинаций экспоненциальных решений этой системы плотно в множестве 
всех решений этой же системы из пространства S5'(Q)P. Прп этом пополь­
зуются результаты Мартино (8).

Доказательство основной теоремы. Пусть £=(£i,... 
..., £p)e^’/(Q)p такова, что

£-LZ?. (6)

Чтобы доказать теорему, достаточно показать по теореме Хана — Бана­
ха, что £-L/ для всякой f^W.

Докажем более сильное утверждение, а именно £*/=0 v/eW в до­
статочно малой окрестности начала координат. Из условия (6) вытекает 
ge/loc(p,f) и, следовательно, функцию £ можно представить в виде 

р

£= S p,pii. По условию теоремы имеем
i= 1

supp Pi+supp pifcCQ Vi, /с=1, 2,..., p. (7)

Поэтому для всякой окрестности G<^Cn области £2 и всякой функции 
h(z)^H(G) в достаточно малой окрестности нуля имеет место равенство

(8)
PPP

У (fJ.*m) *h= J"1, a,* (щ*А) = J"1, pt* (а;*Л).
г — 1 г=1 2 = 1

Пусть /=(Д,..., fP)^W. Покажем, что £*f=0. С помощью интеграла 
типа Коши для функций многих комплексных переменных (10) найдем 
функции <р4еЯ(Иог#£2Е) такие, что компонента /,=[фД в смысле гипер­
функций S(Q8) (3). Здесь QE<=£2 — выпуклая область, причем p(Qs, ЗЙ)< 
<е, е —достаточно малое положительное число. Функция f^W. Поэтому 
gi*/=pii*/1+ ... +р,р*/₽=0, i=l, 2,. .., р, в смысле гиперфункций 5(QPi) 
(3), где .сQ — некоторая выпуклая область, содержащая supp (суще­
ствование такой области вытекает из соотношения (7)).

В силу изоморфизма (1) найдутся функции ЧД’еЯ(Йе ,), i, j= 
=1, 2,..., р, удовлетворяющие равенству

р
Ци*Ф1+...+Щр*Фр= У W(z), z^H(Va ), i=l,2,. ,.,р. (9)

£._J В/
3=1

Возьмем теперь выпуклую область Q.^Rn так, чтобы функция 
e<^(Qc). Тогда £*/=[£1*Ф1+ ... +£р*фр] в смысле гиперфункций -В(£2Д. 
Используя равенства (8) и (9), можно показать, что

(Ю)
р р 

^1*Ф1+...+£р*Фр=££ ₽i*47(z),
г=1 3=1

где геИй! — некоторая выпуклая область. Правую часть ра­
венства (10) можно записать в виде

р р р
££?.-• у.'-

i=l j=l ;=1

где Ь^/ЦУ^, 7=1, 2,..., р.
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р

Следовательно, £*f=£L:r=Q в смысле гиперфункций B(Q-: . Так 
j=l _

QC°<=Q. и поэтому £*/е<Г(йс°), мы получаем (см. (3). стр. 132 . чт? 
?*/=0 в области йс°. Теорема доказана.
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