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Пусть /«(ж, со) — случайные вектор-функции, измеримые по совокупно­
сти переменных, х — /с-мерпый вектор, <в — точка вероятностного прост­
ранства {Qa, 9U, Ра}. Пространство элементарных событий Qa, о-алгебра 
St«, вероятностная мера Ра, вообще говоря, зависят от параметра а, по ко­
торому будем переходить к пределу при а-»-00. При каждом со задана 
функция распределения Fa(x, со), измеримая по (х, со). В математической 
статистике применяются случайные векторы

(1)

Обычно Fa(x, со) сходятся по вероятности при а->°° к функции распре­
деления F(x) во всех точках непрерывности F, конечномерные распреде­
ления fa(x, со) сходятся к конечномерным распределениям случаппой 
функции /(ж, со). Тогда естественно предположить, что распределение 
сходится к распределению случайного вектора

5= J/(ж, a)dF(x).

Работа посвящена доказательству этого предположения.
Статистики интегрального типа (1) применяются в проблеме двух вы­

борок (1_3), для проверки нормальности (4, 5), симметрии распределения 
((6) или (7)), независимости координат (8, 9), в теории ранговых статистик 
((10) и др.) и т. д. К статистикам не удается применить обычную пре­
дельную теорию случайных процессов (см., например, (“), гл. 9), посколь­
ку соответствующие функционалы оказываются разрывными. Переход от 

к £ обосновывался в каждом конкретном случае специально, причем 
иногда с неточностями.

Для упрощения обозначений без ограничения общности будем считать, 
что жеХ=(0, 1)\ Для векторов с=(с,,. . . , с,„) и d=(dt,... , dm) записи 
c<d и означают, что с,<4, i=l,. . ., тп, соответственно c^diy
i=l, .. ., ш. Норма |с| вектора с обычная эвклидова: |c| = (ci2+... 
...+cm2)'/1. Прусами будем называть множества А={а:|жеХ, а^х<Ъ}у 
где а и & — некоторые векторы. Набор брусов Г={Д1,..., АД назовем раз­
биением куба X, если AjU . . . UA.,=X, А<ПА^=0 при i=Aj. Максимальный из 
диаметров брусов разбиения Т обозначим Л (Г). Запись DQ(A) будем обо­

т
значать сумму по всем брусам А разбиения Т значений определенной на 
множестве брусов функции <?(А). Любая функция распределения Fix) 
порождает некоторую меру. Будем обозначать F(А) меру множества А.

В приложениях а — либо натуральное число, либо набор {т?(1), ... 
. . ., п (а)} натуральных чисел — объемов а выборок и а->°° означает, что 
min {п(1),..., тг(а)}->°°. Будем считать, что значения параметра а обра­
зуют направленное множество ((12), стр. 95), переход к пределу по кото­
рому будем обозначать по-прежнему
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Будем предполагать, что fa(x, ®) удовлетворяют следующему условию- 
сепарабельности: существует счетное множество А=Ла точек куба X та­
кое, что для любого фиксированного бруса А при любых c,d, —°°^с, 
равна нулю вероятность симметрической разности множеств

{d^fa(х, <n)—fa(x', со)=Сс, х, /еД),

{d^fa{x, со) —/а(а/, со)®£с, х, л/еДПА}.

Колебанием вектор-функции h(x) на брусе Л назовем число б(/1,Д) = 
=sup {| h (z) — h (ж') |, x, х'егД}.

Рассмотрим случайные векторы

Ла= fa(x, to) dF (х) .

Утверждение 1. Пусть при, а->°° по вероятности Fa(x, со) схо­
дятся к F(x) во всех точках непрерывности F.

Тогда 1-/—по вероятности при
Теорема 1. Пусть F(A)>0 для любого бруса Л¥=0.
Утверждение 1 верно тогда и только тогда, когда при а-+°° и Х(Т)->0 

по вероятности
£б(/а,Д)/г(Д)->0. (2)

Г
В приложениях (13) иногда встречаются оценки Ра(х, со) функций рас­

пределения, порождающие не вероятностные меры, а заряды. Запись 
| Ф | (Д) пусть означает (полную) вариацию заряда Ф на брусе Д.

Утверждение 2. Пусть для любого бруса Д при а-+°° по вероят­
ности {Fa—7^| (Д)-»-0.

Тогда по вероятности при
Теорема 2. Утверждение 2 верно тогда и только тогда, когда 

fa{x, со) асимптотически ограничены по вероятности и выполнено усло­
вие (2).

Утверждение 3. Пусть случайные вектор-функции /1а(сс, со) и 
1га{х, со) асимптотически ограничены по вероятности и удовлетворяют ус­
ловию (2). Рассмотрим вектор-функцию ga(x, у) {размерность вектора у 
равна сумме размерностей /1а и /2о).

Тогда ha(x, a)=ga(x, jia{x, со), fza(x, со)) также удовлетворяют усло­
вию (2) и асимптотически ограничены по вероятности.

Теорема 3. Пусть функции ga(x, у) асимптотически ограничены на 
ХХ(|т/|<а} при каждом а. Утверждение 3 верно тогда и только тогда, 
когда при каждом а и е->-0, Л(Т)->-0 выполнено соотношение

у, sup \ga(x,y\-ga(,x', у') 17г(Д)-*0, (3)
А(сД,а,е)Т

где А (Д, а, е) = {| г/j <а, | у—у'\ <е, х, х'еХ}.
Отметим, что условие (3) выполнено для непрерывных функций 

ga=g(x,y).
Таким образом, условие (2) достаточно проверять не для всех возмож­

ных подынтегральных функций, а лишь для простейших. Полезно также 
уметь выводить из близости распределений векторов z, и та близость 
распределений функций от них ta(yca) и £а(та)•

Расстоянием Леви между функциями распределения G(z) и H{z), где 
z — вектор конечной размерности т, назовем точную нижнюю грань h, 
для которой при всех z выполнены неравенства G(z—ТТ)— 
^G{z+h~)+h (здесь й=Л(1, 1,..., 1)).

Утверждение 4. Пусть при а-*°° стремится к нулю расстояние 
Леви между функциями распределения Ga(z) и Ha{z~) асимптотически ог­
раниченных по вероятности векторов п* и та. Тогда расстояние Леви меж­
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ду функциями распределения векторов £а(ха) и ta(ra) также стремится 
к нулю.

Условие А. Для последовательности функций распределения Ga(z) 
при любом а существует последовательность разбиений ТДа), п=1, 
2,.. ., куба (—a, a) m такая, что АДУТ) ~>0 и для всех z, являющихся верши­
нами хотя бы одпого из брусов хотя бы одного разбиения из этой последо­
вательности, Ga(z+h) — Ga(z—h)-+0 при а-*°° и h-+Q.

Если множество значений а счетно, то условие А выполнено. Вспом­
ним, что в статистических приложениях параметр а пробегает счетное мно­
жество.

Теорема 4. Пусть выполнено условие А. Пусть для функций ta(z) 
при любых а и е>0 при а-+°° и Х(Т)-*0 стремится к нулю S/Ga(A), где 
сумма берется по тем брусам разбиения Т куба (—а, а~)т, на которых ко­
лебание ta(z') больше е.

Тогда утверждение 4 справедливо.
Если ia(xa) асимптотически ограничены по вероятности, то условие 

D'Ga(A)-»-0 является также и необходимым для справедливости утвержде­
ния 4.

Рассмотрим случайные векторы
71К= Jg<x(z,/la(z, со), /2а(ж, <s>Y)dFa(x, со), 

72a = jga (ж, /, (ж, со) , /2 (х, со) ) dF (х) .

Теорема 5. Пусть: 1) при конечномерные распределения век-
тор-функций (,fia(x, а>), /2сДж, (£>)) сходятся к конечномерным распределе­
ниям вектор-функции (/Дж, со),/2(ж, со)), удовлетворяющей условию се­
парабельности и измеримой по (ж, со);

2) условие (2) выполнено для /1а(ж, со) и /2сДж, со), асимптотически ог­
раниченных по вероятности;

3) условие (3) выполнено для функций ga{x, у), при каждом а асимпто­
тически ограниченных на XX {| у | <а};

4) измеримые функции распределения Еа(х, со) сходятся по вероятно­
сти к функции распределения F(ж)' в каждой точке непрерывности F;

5) условие А выполнено для функций распределения хотя бы одного 
из подынтегральных выражений в ц1а и у2а.

Тогда расстояние Леви между функциями распределения yia и цаа. стре­
мится к нулю при а->°°.

Условие (2) выполнено для обычно встречающихся процессов, напри­
мер, для эмпирического процесса n'h (Fr< (ж) — F(ж)), где F„(x) — эмпириче­
ская функция распределения, построенная по выборке объема п из функ­
ции распределения F.

Теорема 6. Пусть функции распределения G(x\d) зависящего от 
векторного параметра d семейства имеют плотности ^(ж|с2). Пусть для не­
которой ограниченной интегрируемой функции /г (ж) при всех х выполнено 
неравенство | #(ж| d) — £(ж| d'~) | | d—d' | Л (ж) в некоторой окрестности
истинного значения параметра d0. Для оценки dn, п=1, 2,. .., пусть 
Ьп=п,г(Дп—d0) асимптотически ограничены по вероятности.

Тогда для случайной функции p,n(x')=n'3(G(x\dn)—С(ж|й0)) выполне­
но условие (2). Если, кроме того, распределения Ъп сходятся к пределу — 
распределению вектора с, то конечномерные распределения ц„(ж) в пре­
деле не изменятся при подстановке d0+cn~41 на место dn.

Замечание об эмпирическом процессе и теорема 6 дают возможность 
проверять условия теоремы 5 для применяемых статистик, например, ука­
занных в начале работы.

Центральный экономико-математический институт Поступило
Академии наук СССР 23 IV 1973
Москва
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