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1. Вопрос о природе экстремального квазиконформного отображения 
открытой рвмаповой поверхности (р.и.) был поставлен Л. Берсом (Д и 
рассматривался в ряде последующих работ (“,5, 7,

Специфика случая открытой р.п. проявилась, в частности, при изуче­
нии задачи о минимизации функционала АГ[/] — максимального отклоне­
ния гомеоморфизма / от конформности — в классах квазиконформных отоб­
ражений с фиксированным граничным соответствием. Экстремали функ­
ционала АД/] в этой задаче тте являются, вообще говоря, отображениями 
Тейхмюллера п не обладают свойством единственности (ll), поэтому не 
удается установить точный вид комплексной характеристики цДз) экст­
ремального отображения; известно лишь необходимое условие, которому 
Цо(г) должна удовлетворять (5,7, ').

Естественно предположить, что характер экстремального квазикон­
формного отображения определяется принадлежностью открытой р.и. тому 
пли иному теоретико-функциональному классу (2). В этой заметке выде­
ляется класс открытых р.п., а именно, класс ОЛВ, на который переносится 
теорема Тейхмюллера о существовании отображений с комплексными ха­
рактеристиками вида Цо(z) =const ф(z)/1 ф(z) |, где q>(jz)dz2— голоморф­
ный квадратичный дпфферепцпал. Класс Овв, как известно, инвариантен 
при /г-кназпкопформиых отображениях и характеризуется тем, что на р.п. 
S^O.m всякая ограниченная аналитическая функция есть постоянная (2 10 11)

Известным методом Л. Альфорса (*) можно показать, что аналогичный 
результат справедлив и для таких открытых р.п., которые имеют конеч­
ное число аналитических граничных контуров и конечное же число отме­
ченных точек, так что для них существует дубль и соответственно дву­
листная или четырехлистная накрывающие с отмеченными точками в ка­
честве точек ветвления, принадлежащие классу ОЛВ. Квадратичный диф­
ференциал <p(z)dz2 при этом положителен вдоль граничных кривых и 
может иметь простые полюсы в отмеченных точках.

Основная идея доказательств состоит в установлении комплексного ва­
рианта принципа Дирихле для квазиконформных в среднем отображений 

применяемый метод является вариационным (3,6, 12).
2. Пусть п S — открытые р.и. гиперболического типа, фуксовы груп­

пы которых ле содержат эллиптических элементов, и существует сохра­
няющий ориентацию Л-квазиконформный гомеоморфизм jk Se->-S. Фикси­
руем на р.п. А непрерывную и, исключая изолированные пули, положи­
тельную конформную метрику р(и>) | diu |2, пормировапную условием:

JJ р(п.')йп dr=l,
S

и рассмотрим семейство 5; р; /с) гомотопных [3 гомеоморфизмов
/: So—>-S с локальным представлением iv(z), которые имеют суммируемые 
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с квадратами обобщенные производные wz п им, удовлетворяющие условию

[ \ю,\2+Ым\'2]р(у.и (z))dx dy^il+k2)/(i—k2).
s0

Следуя Альфорсу (‘), обозначим через F? замыкание семейства /Д от­
носительно равномерной сходимости на компактных множествах р.п. So- 
Хотя отображения и не являются, вообще говоря, гомеоморфизмами,
они абсолютно непрерывны в двумерном смысле: плотность меры 
p(w)dudv относительно лебеговой меры в локальном параметре z=z(P), 
P^S0, равна р (к? (z)) (| щ. |2—|«'г|2) С,13). Это значит, что мера множест­
ва точек Q^S, имеющих более одного прообраза, равна нулю и отображе­
ние является гомеоморфизмом почти всюду.

Теорема I. Семейство секвенциально компактно.
Утверждение следует из равностепенной непрерывности отображении 

с ограниченным интегралом Дирихле (8,13).
Рассмотрим теперь задачу: в семействе /'.3 найти отображения, мипп- 

мпзирующпе функционал /л,[/].
Теорема 2. Экстремаль j<> функционала в семействе F,, сущест­

вует и является гармоническим, относительно метрики р (w) | dw |2 отобра­
жением, т. е. выражение p{iby(z))iiyl,w^dz2' совпадает почти всюду на р.п. 
So с голоморфным квадратичным, дифференциалом <p(z)dz2, причем

J J I щ (z) ср (z) I dx dy = 4-. {D, [/0]-1) Cfc2/ (l-7«2).
So

Экстремальное отображение f0 является отображением типа Т ейхмюллера, 
т. е. имеет комплексную характеристику вида щ, (z) =7с(z) ср (z)/ | ф(г) |, где 
k(z) — измеримая функция, для, которой имеем ОСk (z) < 1 почти всюду.

В основу доказательства положены варнацпоппые рассуждения, анало­
гичные (12); при этом построение нужной варпацттп существенно опира­
ется па лемму 2 из работы (5).

3. Предположпм теперь, что Sa<^OA[s п метрика р (w) | dip |2 имеет вид 
| ф-(w) dw21, где (ip) du?2— голоморфный на р.п. S квадратичный диффе­
ренциал. В силу устойчивости класса OAli относительно /с-квазпкопформ- 
ных отображений! имеем S = 'р> (S0) <^О,ю>.-

Воспользуемся одним результатом Морри (’), который утверждает, 
применительно к нашей ситуации, следующее: если щ,(г) —локальное 
представление функции /0 па р.п. So, гармонической относительно конформ­
ной метрики | ф (w;) dw'21, то /щ(г) бесконечно дифференцируема почти 
всюду в каждом локальном параметре.

Таким образом, для экстремального отображения ф> будем иметь в рас­
сматриваемом случае (15)

р (w„ (z)) Ч’ол+р,/ («’о (z)) wo,wo7=O

почти всюду и, поскольку р,/ = '/2ф/ (ю)]/ф (к;)/ф(w),

2ф («’о (z)) нщт+ф2 (ид (z)) ч;олщ2=О. (1)

Если положить здесь

ф,(г)с7г2=фО„(г))нц22с7г2, ср, (z) с7г2=ф (гщ (z)) w^dz2, (2)

то (1) показывает, что <pt(z)dz2 и <p,(z)c7z2 аналитичны на р.п. 50. Тогда пз 
(2) найдем, что мероморфная функция ср, (z)/cp! (z) ограничена па >$<,:

I ср, (z)/ф, (z) I = I p0(z) 12< 1.

По теореме Лпувилля, которая имеет место для р.п. класса Олв, заклю­
чаем, что | Цо (z) | ^к0, 7с0=сопз1^7г. Отсюда сразу следует, что /0 является 
Тсо-квазиконформным гомеоморфизмом.
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Таким образом, доказана
Теорема 3. В семействе F^(S0; S; р; к) гомеоморфизмов / между от­

крытыми р.п. гиперболического типа So и S класса ОАВ, ассоциированном с 
k-квазиконформным отображением S0^S, и нормированной конформной 
метрикой вида |ф(w)dw2|, где ty(w)dw2—голоморфный на р.п. S квадра­
тичный дифференциал, существует отображение Т ейхмюллера с комп­
лексной характеристикой p,o(z) =A0<p(z)/| cp(z) |, где cp(z)dz2=|tp(tPo(z)) • 
•w0zw0idz2 — голоморфный квадратичный дифференциал на р.п. So,

JJI Цо (z) ср (z) \ dxdy =4
So

к2
1-к2 ’

4. Вернемся к условиям п. 2 и предположим дополнительно, что мет­
рика р(w) | dw |2 имеет вид |'ф(н?)с£а’2|, где ty(w)dw2— голоморфный диф­
ференциал. Повторив рассуждения п. 3, мы придем к заключению, что 
функция <p2(z) /'cpi(z) аналитична, регулярна и ограничена на р.п. 
So: |<p2(z)/(p1(z) 1^1. По принципу максимума либо cp2(z)/cp1(z) =const, 
и тогда гармоническое отображение /0 является тейхмюллеровым, либо 
для каждого компактного подмножества S^So существует постоянная 
k"<i такая, что | p0(z) | <&*, если z^S0*. В последнем случае отображение 
/о является ^’-квазиконформным на S0‘, и поэтому /0 гомеоморфно всюду 
на So.

Теорема 4. Если в условиях теоремы 2 метрика р (w) | dw |2 имеет 
вид | ip (w) dw21, где 'ф(о’) dw2 — голоморфный дифференциал, то экстремаль 
fo функционала Дирихле осуществляет гармоническое гомеоморфное ото­
бражение заданных р.п., квазиконформное на каждой компактной части 
р.п. So. Экстремальный гомеоморфизм лвляется отображением типа. Тейх- 
мюллера, причем k(z)<i всюду и k(z)>0 почти всюду на р.п. So.

В заключение отметим, что в силу известных включений (9НРс:0нвс 
с=ОаВ, где Онр (соответственно Онв) — класс открытых р.п., на которых 
не существуют отличные от постоянных положительные (соответственно 
ограниченные) гармонические функции (2), результаты настоящей рабо­
ты справедливы и для р.п. гиперболического типа классов ОИР и Онв.
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