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НЕКОТОРЫЕ ВОПРОСЫ ТОПОЛОГИИ В СТРУКТУРАХ

(Представлено академиком П. С. Александровым 27 V 1974)

Изучаются свойства (о)-топологии и топологий, близких к (о)-тополо­
гии, в структурах и, в частности, в булевых алгебрах. Рассматриваются, 
в основном, следующие вопросы: 1) связность и односвязность структур 
в (о)-топологии; 2) сравнение с (о)-топологией топологий в структурах, 
в которых структурные операции непрерывны; 3) связь между топология­
ми и мерами на булевых алгебрах; 4) компактность булевых алгебр в (о)- 
топологии; 5) связь между структурным пополнением и пополнением по 
равномерности булевых алгебр с топологией.

Неопределяемые термины и обозначения взяты из (1~3).
1. Структуру X назовем непрерывн ой, если для любых а, Ь^Х, а<Ъ, 

найдется сеХ, сУ=а, б, что а<с<Ь.
Теорема 1. Всякая условно полная непрерывная структура связна 

в (o')-топологии.
Пример. Пусть X — алгебра измеримых по Лебегу множеств в [0, 1], 

N — идеал измеримых множеств меры нуль. Как известно, топология 
в фактор-алгебре X/N, порожденная мерой, есть (о)-топология. В силу 
теоремы 1 X/N связна в этой топологии. Более того, как мы дальше 
увидим (в силу теоремы 4) она линейно связна и ее фундаментальная 
группа Hi (Х/А)=0.

Следствие. Пусть X — условно полная непрерывная структура, Y — 
топологическое пространство, f: X-^Y — отображение такое, что если 

(0)
Ха~+Х, ТО f(xa) ->-f(x) в Y.

Тогда f(X) связно.
Замечание. В этом следствии как частные случаи содержатся ре­

зультаты работ (4,5).
Для формулировки следующих утверждений мы используем понятия 

обобщенного непрерывного отрезка и обобщенно-линейно-связного прост­
ранства, введенные в работе (6).

Теорема 2. Всякая условно полная непрерывная структура обобщен­
но-линейно-связна в (о)-топологии.

Пусть X, Y — топологические пространства, J — обобщенный непре­
рывный отрезок с интервальной топологией. Семейство отображений hr. 
X-+Y, t<^J, назовем 7-гомотопией, если отображение Н: XXJ-+Y, 
определенное формулой Н(х, t) =ht(x), непрерывно.

Отображения /: X-+Y и g: Х-*У назовем 7-гомотопными, если су­
ществует такая 7-гомотопия ht: X-*-Y, что h0=f, hi=g.

Топологическое пространство X назовем 7 - стягиваемым, если тож­
дественное отображение пространства X 7-гомотопно некоторому посто­
янному отображению пространства X в себя.

Теорема 3. Пусть X—полная непрерывная структура и операция 
х/\у (или х\/у) непрерывна по совокупности переменных в (о)-топологии.

Тогда существует такой обобщенный непрерывный отрезок 7, что X 
является J-стягиваемым в (о) -топологии.

Теорема 4. Пусть X—полная непрерывная структура и операция 
х/\у непрерывна по совокупности переменных в (о)-топологии. Предполо­
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жим, что на X существует (о) -непрерывная действительная функция f(x), 
обладающая свойствами:

а) f(x) =0^-ж=0;
б) /(х) <f(y), если х<у.
Тогда X линейно связна, стягиваема в (о)-топологии, и, следовательно, 

фундаментальная группа л4(Х) пространства X тривиальна.
2. Пусть <ва — регулярное порядковое число. Будем говорить, что мно­

жество {рх, т<^7'} элементов рх есть последовательность типа <ва, 
если множество Т является вполне упорядоченным множеством типа 
Множество [рх, т Т'} назовем подпос ле довательностью пос­
ледовательности {рт, Т'—7'}, если Т'с.Т и Т' — конфинальное подмно­
жество Т.

Скажем, что топология в множестве X есть ®а-т о п о л о г и я, если каж­
дая точка хе=Х имеет базис окрестностей C7X={FV, v^T}, где Т — вполне 
упорядоченное множество типа и VvczVv, VxTV... при v>p.

Теорема 5. Пусть X является Я,а-полной структурой и Предпо­
ложим, что в X задана аа-топология t такая, что точка х имеет базис окре­
стностей t/x={Fv, veT7}, обладающий следующими свойствами:

&)для каждого V^UX существует V': V'\/V'<=V;
б) Л Vx=(x};

veT
в) каждое V^UX содержит окрестность W<^UX, содержащую (o')-преде­

лы всех последовательностей типа своих элементов.
t

Тогда из всякой последовательности xv-+x типа соа можно выделить под­

последовательность хх такую, что lim хх'=х.
Следствие 1. Пусть X является 8а-полной структурой и х^Х. Пред­

положим, что в X задана <па-топология t, удовлетворяющая условиям а), б) 
и в) теоремы 5 и следующему условию:

г) для каждого V^UX существует VO^UX такое, что VB/\V0<=V.
t

Тогда из всякой последовательности х,-^х можно выделить подпоследо-
О 

вателъностъ хТ-^х (т. е. (о) -сходящуюся к х).
Среди топологий t в структуре X, удовлетворяющих условию

О t
Ху----->-Х=>Ху—>-х,

где {ад, ve?7} — последовательность типа <щ, существует сильнейшая; на­
зовем ее (осоа)-топологией.

Следствие 2. Всякая топология t в Иа-полной структуре X, удовлет­
воряющая условиям следствия 1, сильнее (о&„)-топологии.

Замечание. В случае, когда соа=со0 и X — булева алгебра счетного 
типа, следствие 2 есть теорема 17 в (2), гл. III.

3. Скажем, что в булевой алгебре V задана St-топология, если выделен 
класс U= {V} непустых множеств со свойствами:

1) каждое V<^U нормально;
2) для любых Vt, V2^U найдется Ve=U, VcVJWz ’,
3) для каждого существует V'^U такое, что V'\/V'<=V;
4) Л 7={0}.

Vf=u
Система U образует базис окрестностей нуля; базис окрестностей дру­

гой точки х может быть образован из множеств вида x+V, V^U, где х+у= 
= (х/\Су)\/ (Сх/\у).

В 1-топологию назовем В. - то и о л о г и е й, если она слабее (о)-тополо­
гии. /^-топология рассматривалась в (‘,2). Булеву алгебру с Sj-топологией 
назовем S, - а л г е б р о й, 1=1, 2.

S.-алгебры Vi и V2 назовем изоморфными, если существует гомео­
морфизм на V2, сохраняющий порядок.

S-алгебру V назовем ^-полным, если полна его аддитивная группа.
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Теорема 6. Вгалгебра, i=l, 2, V изоморфна всюду плотной подалгеб­
ре t-полной В -алгебры t7. В-алгебра V определена с точностью до изомор­
физма.

Теорем а 7. В2-алгебра структурно полна тогда и только тогда, когда 
она t-полна.

Замечание. Эта теорема является ответом на вопрос, поставленный 
в конце работы (’).

Т е о р е м а 8. Атомическая В ^-алгебра вполне несвязна.
Теорема 9. Всякая структурно полная В2-алгебра есть прямое произ­

ведение двух полных В2-алгебр V! и V2, где ^-компактная вполне несвяз­
ная атомическая булева алгебра, V.^-некомпактная связная локально связ­
ная стягиваемая непрерывная булева алгебра.

Теорема 10. Всякая регулярная булева алгебра в (o')-топологии об­
ладает базисом нормальных окрестностей нуля.

Следствие. Всякая регулярная непрерывная булева алгебра локаль­
но связна в (o') -топологии.

Отображение m: V-+Е булевой алгебры V в полуполе Е называется 
вне ш п е й Е - м е р о й, если:

1) тп.(х') =0 при х=0;
2) m(x)^m(y) npitxtMy;
3) m(x-Py)sSm(x) +пг(у).
Внешняя Е-мера называется существенно положительной, 

если т(х) =0 только при х=0.
Слабейшую топологию в V, при которой внешняя Е-мера тп непрерывна, 

назовем ее естественной топологией.
Теорема [{.Естественная топология всякой существенно положи­

тельной внешней Е-меры есть Bi-топология.
Обратно, для всякой В ^топологии t на V найдется полуполе Е первого 

рода и существенно положительная внешняя Е-мера на V, естественная 
топология которой совпадает с t.

м
Внешнюю Е’-меру назовем (о) - н е п р е р ы в п о й, если из а\->-0 сле­

дует т(хх) -»-0 в Е.
Пусть В — поле действительных чисел. Через /i(V) (/2(V)) обозначим 

множество тех те\. для которых т(х') =0 для всех (о)-непрерывных внеш­
них /?-мер (Е-мер, где Е пробегает всевозможные полуполя). Очевидно, что 
/,- (V), i= 1, 2,— идеалы в V и /2 (V) сД (V).

Теорема 12. Пусть V — произвольная структурно полная булева 
алгебра. Тогда'.

1) Д (V) =Д (V); положим J (V) —Jt (V) =Д (V);
2) 7(J(V))=/(V);
3) 7(V//(V)) ={0};
1) в J(\t) нельзя ввести никакую В-.-топологию',
5) V есть прямая сумма двух структурно полных булевых алгебр J(N) 

и V', где V' является В2-алгеброй в слабейшей топологии, порожденной 
всеми (о) -непрерывными внешними R-мерами на ней.

Замечание. Существуют булевы алгебры V, для которых V=J(V). 
Примером такой алгебры является алгебра Ga регулярных открытых мно­
жеств (8).
Ташкентский государственный университет Поступило
им. В. И. Ленина 19 IV 1971

ЦИТИРОВАННАЯ ЛИТЕРАТУРА
1 М. Я. Антоновский, В. Г. Болтянский, Т. А. Сарымсаков, Топологические ал­

гебры Буля, Ташкент, 1963. 2 Д. А. Владимиров, Булевы алгебры, М., 1969.
3 P. Сикорский, Булевы алгебры, М., 1969. 4 В. II. Алексюк, Матер. II Коми респуб­
ликанской молодежной научной конференции, Сыктывкар, 1967, стр. 124. 5 Ф. Д.
Безносиков, Тр. Московск. гос. пед. инет. им. В. И. Ленина, Сборн. статей Вопросы 
дифф, и пеэвкл. геометрии, 1972-1973. 6 Е. Д. Халимский, ДАН, т. 185, № 2, 278
(1969). 7 J. Flachsmeyer, Arch. Math., v. 16, 25 (1965). 8 F. Floyd, Pacific J. Math.,
v. 5, 687 (1955).

4 ДАН, т. 219, № 4 817


