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МАТЕМАТИКА

ХОАНГ ТУЙ

ОБ ОДНОЙ ОБЩЕЙ МИНИМАКСНОЙ ТЕОРЕМЕ

(Представлено академиком Л. В. Канторовичем 24 IV 1974)

1. Пусть С, D — два произвольных множества, F (х, у) — действитель­
ная функция, определенная па CXD. Как известно, знаменитая минимакс­
ная теорема фон Неймана ( ’) утверждает, что если С, D -— симплексы 
в конечномерных эвклидовых пространствах X, У соответственно, 
a F(x, у)— непрерывная выпукло-вогнутая функция. на СХ£>, то имеет 
место равенство

inf sup F(x, у) = sup inf/Дж, у). (1)
хс=С уел yeD

Впоследствии эта фундаментальная теорема теории игр была обобщена 
различными авторами (*,3,4,6 и др). Особый интерес представляет резуль­
тат By Вэн-цюна (6), который отличается от других тем, что использует 
только условия топологического характера и доказывается на основании 
лишь одномерной формы теоремы Хелли. К сожалению, ввиду ее некото­
рых слишком ограничительных условий (сепарабельность пространства D, 
непрерывность функции F (х, у) на CXD), теорема By Вэн-цюна не вклю­
чает в себя таких важных результатов, как теоремы Никайдо (3) и Сайо- 
на (4).

Цель настоящей заметки — доказать предложение, близкое к теореме 
By Вэн-цюна, но достаточно общее, чтобы оно могло охватывать одновре­
менно результаты By Вэн-цюна, Сайона и других. В отличие от большинст­
ва известных доказательств для минимаксных теорем предлагаемое здесь 
доказательство не использует никаких из следующих теорем: теорема отде­
лимости выпуклых множеств, теорема о пеподвижной точке, лемма Шпер- 
нера, теорема Хелли о пересечении выпуклых множеств и т. п.

2. Предположим, что С, D — подмножества двух отделимых топологиче­
ских пространств X, Y соответственно. Возьмем произвольное действитель­
ное число а и положим для каждой точки хеС

Da(x) = {y^D: F{x, у)^а}.

Определение. Будем говорить, что функция F (х, у) а-с в язва па 
CXD если:
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1) для любой конечной системы а1 2, . .., а'^С множество П Da(a')
г=1

связно;
2) для любой пары а, Ъ^С существует непрерывное отображение и\

[О, такое, что и(0) =а, гг(1) =Ь и для всех Л, ц, р/

OCu/C/.<p-Cl=>D,i(u(Z))cr/Xi(u(p))UDa(u(ji/)). (2)

Функция F{x, у) будет называться а_-с в я з н о й на CXD, если сущест­
вует последовательность чисел {е„} таких, что en>en~i>0, п=1, 2,. . . 
. . . , и при любом п функция F(х, у) (а—е„)-связна на CXD; она
будет называться строго а--связной на CXD, если, кроме того 
ег.>е»_1>0 для всех п=1, 2,...



Ясно, что если X, Y — линейные топологические пространства и для 
всех х^С, y^D множества Da(x') и Са(г/) = {жеС: F(x, у)<а} выпуклы, то 
функция F(х, у) «-связна. В частности, функция F(x, у), квазивыпуклая 
по х и квазивогнутая по у, заведомо строго а-связна при любом а. Не­
трудно, однако, привести пример функции «“-связной (строго «“-связной), 
но не являющейся ни квазивыпуклой по х, пи квазивогнутой по у.

Положим

7= inf sup F(x, у).
хеС y^D

Теорема 1. Предположим, что-, ^множество D компактно; 2) функ­
ция F(x, у) строго а~-связна; 3) функция F (х, у) полунепрерывна снизу 
по х, полунепрерывна сверху по у.

Тогда имеет место равенство (1).
Теорема I7. Предположим, что-. 1) множество D компактно; 2) функ­

ция F(x, у) ц~-связна; 3) функция F (х, у) полунепрерывна сверху по 
каждой переменной х, у.

Тогда имеет место равенство (1).
3. Доказательство сформулированных теорем сводится к доказательству 

ряда вспомогательных предложений.
Лемма Т-1/. Предположим, что множество D компактно, функция 

F(х, у) полунепрерывна сверху по у и что существует последовательность 
к

е„^=0, п=1, 2,..., е„->-0, такая, что Q £)т_е„(а') для любого п и любой 1=1
конечной системы а',..., а]^С.

Тогда имеет место (1).
Л е м м а 2. Пусть выполняются условия 1) и 3) теоремы 1 и пусть функ­

ция F(х, у) (ц— е)-связна при некотором е>0.
Тогда Dy-e(a)riDy^e(b)^T для любых а, Ь^С.
Лемма 27. Пусть выполняются условия 1) и 3) теоремы 1' и пусть 

функция F(x, у) (у— е,)-связна при некотором е>0.
Тогда Z)v_s(a) ЛОТ_Е(&) для любых а, Ъ^С.
Лемма 3—З7. При выполнении условий теоремы 1 (или условий тео­

ремы I7) пусть {еп} — последовательность, упомянутая в определении ц~- 
связной функции.

h
Тогда П Dv_e„(a')T=d для любого п и любой конечной системы 

я1,.. . , ад^С.
(Ясно, что из лемм 1 — 1' и З—З7 непосредственно вытекают наши тео­

ремы; леммы 2 и 27 необходимы для доказательства леммы 3—З7.)
Доказательство леммы 1 — I7. При фиксированном п множества 

19т_г„(я;) непусты в силу определения ц и замкнуты ввиду полунепрерыв­
ности сверху F(x, у) по у. Так как по условиям леммы система множеств 
{Dy~Cn(x), хсеС} центрированная, а множество D компактно, то пересечение 
этой системы непусто. Значит, для каждого п существует Л Z)Y_e„(o:). 

хеС
Пусть у” — любая предельная точка последовательности {y"}c:D. Тогда 
y'^D и (Nx^-C) (Vn) F(x, уп)^Ц—е„, откуда, в силу полунепрерывности 
сверху F(х, у) по у, F(х, у'>)>п(. Следовательно, sup inf F(x, у)^ц, чем 

peD хеС

и доказана лемма, ибо обратное неравенство тривиально.
Доказательство леммы 2. Предположим, напротив, что при не­

которых а, Ь^С
Dy-t(a)0D^t(b)=P. (3)

Пусть и: [О, 1]-^С — непрерывное отображение, соответствующее паре 
а, b согласно определению (ц — е) -связности. Тогда для каждого Ле[0, 1] 
мнвжество Z?Y_e(u(A,)) не может пересекать одновременно Оу-,(а) и 
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Dy-i(b), ибо в противном случае имели бы £\_Е(гг(А)) =Еа\1Еь, где Еа = 
=D(a) П£>т_Е(н(А)) и Еь=Б{ь) П£)7_Е(гг(А)) — два замкнутых непустых 
непересекающихся множества, вопреки связности £>7_Е(и(А) ).

На основании соотношения (2), где а=у—е, ,и/=0, ц=1, заключаем 
тогда, что для каждого А^[0, 1] имеет место одна и только одна из двух 
альтернатив:

a) £>7_Е(и(А))с:2?7_Е(а); б) Z\_e(w(A)) <=Р7_Е(6).
Обозначим через М„ {Мь) множество тех Ае[0, 1], для которых верно 
а) (верно б)). Ясно, что ОеЛ/а, 1^МЬ, Ма\1Мь = [0, 1] и что для любого р!= 
е[0, 1]: \1~М„-> [0, р]^Л/а; у,^Мь=> [ р,, 1 ] ^Мь (последнее свойство сле­
дует из соотношения Z)v_E(u(A)) =D;_;(it(g)) U £>7_Е(н(р/)), см. (2)).

Пусть A=sup /17,=i и f Мь. Мы сейчас докажем, что предположение (3) 
ведет к противоречию.

Пусть, для определенности л<^Ма, т. е. Д,_Е(и(А)) <=Dy-c(a) и, стало 
бы I ь,

(Vy^Z)7_E(a)) у)<ч-ь. (4)
Возьмем последовательность {/.,„}^Мь, сходящуюся к А. Для каждого т 
имеем Z>7_E(u(Am))t=Z>7-E(&) и, значит, (VyeZA,_„(a)) F(u(A,„), у)<у —е. 
Отсюда, ввиду полупеирерывности снизу F(х, у) по .г,

(Vye£)v_e(a)) Е(и(А), у)<у —е. (5)

Из (4) и (5) заключаем: sup/7(н(А), у)<7~е<"(, что невозможно, ибо 
у— inf sup F(x, у).

хе С y&D
Доказательство леммы 2'. Первая часть доказательства лем­

мы 2' проводится так же, как доказательство леммы 2.
Положив A=sup 3f.,=jnf Мь, мы докажем недопустимость предположе­

ния (3). Пусть, для определенности, 7^Ма, так что Д,_Е(и( А)) ПД,_Е(6) =0, 
т. е. (VyeZ)T_E(&)) Е(и(А), у) —е. На основании полунепрерывности 
сверху F(x, у) по х для каждой фиксированной точки yeZ)„_s(6) найдется 
окрестность Vy точки п(А) такая, что (Vx^Vv) F (х, у)<у—е.

Возьмем два числа }.l=7.i(y)—u~'(V:;), i=l,2, таких, что Iv=[kl, А2] 
является еще окрестностью А в [0, 1], что возможно, ибо n~i(,Vv) есть 
окрестность А в [0, 1]. Имеем Ffulkt'), у)<у—е, г=1, 2, и, следовательно, 
на основании полунепрерывности сверху F(x, у') по у' для каждого 1=1, 2 
найдется окрестность W,(у) точки у такая, что (Уу'еИД(у)) F(u(ki), 
у') <у—8. Тогда W„=W, (у) HW2(y) будет окрестностью точки у и (Vy'^ 
е1У.,) Е(к(?„), у')<у—е, т. е. y'^Dv-.e(u(^i)) для 1=1, 2. Из соотношения 
(2), где а=у — е, p/=Ai, р,=А2, вытекает, что yVZ\-E(u(A)), т. е. F(n(A), 
у'} <у—8, для любого AsZv.

Итак, каждой точке_уеР7_Е(&) отвечают окрестность ИД точки у и 
окрестность /„ точки А такие, что (VAeZv) (Уу'еИД) F(u(A), уД<у—е. 
Так как Dv-e(b) —компактное множество (ибо оно является замкнутым 
подмножеством компактного множества D), существует конечное множест­
во Q^Dv_e(b) такое, что система {ПРД/, y=Q} покрывает Z)7_E(&). Если 
Ае/= П Iv и yeZ>7_E(6), то y^Wy. для некоторого y'^Q и, значит, Е(и(А), 

v^Q
у)<Д—е, т. е. у^£>7_Е(и(А)). Итак, для каждого Ае/ имеем 7>7_Е(и(А))П 
П£)Т_Е({>)=0 и, следовательно, Z)7_e(m(A))<=D7_E(a). Иными словами, 1^М„, 
что невозможно, ибо A=sup Ma=ini Мъ.

Доказательство леммы 3—3'. Пусть, например, выполняются 
условия теоремы 1. Зафиксируем п и покажем, что для любой конечной 

k
системы а1,. .., ак^С имеем П Z)7_E„(a!) =0. При к=2 это следует из лем- г=1
мы 2. Предположим, что это верно для k=h—1 и рассмотрим случай k=h. 
Положим D'=£)v_E„(a'1), Dx-en (х)=В/ПБт_е„(х). В силу леммы 2 имеем
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D,-Cn, (ah) (x) *0 для каждой точки x^C и каждого п,>п и, стало
быть ПДт_Е)11(х) =^<р, ибо -D.,-P|,i(a/l)^DT^e„(a'1). Значит, (V.teC) •

• F (х, у)>у-—■е„,, т. о. inf sup F(x, у) Згу-— е,„ и так как п, мо-
хаС ,jeD

жет быть произвольно большим (т. е. еП1 произвольно малым), имеем 
inf sup7*’(x. у) =7. Таким образом, условия леммы 2 остаются ВЫПОЛНеН- хгС ,j^L>
ныли, когда F (х, у) рассматривается на СХ/У. Поэтому, по предположению 1 h
индукции, f] т. о. Л Рт_8„(а’)=^^, что и требовалось до-

!—1 " 1=1
К cl3 ЯТЬ.

4. Определение. Функцию F(х, у) назовем сильно связной 
на CXD, если она a-связна па CXD при любом действительном числе а.

Как нетрудно доказать, если D компактно, то всякая функция F (х, у), 
полунепрерывная сверху по у и сильно связная в смысле By Вэн-цюна (s), 
также сильно связна в определенном выше смысле.

Из доказанных теорем вытекают следствия.
Следствие 1. Пусть множество D компактно, функция F(x, у) 

■:льно связна на CXD, полунепрерывна снизу по х (или полунепрерывна 
- врху по х) и полунепрерывна сверху по у.

Тогда имеет место равенство (1).
Следствие 2. Пусть С, D — выпуклые подмножества отделимых ли­

лейных топологических пространств X, Y и пусть D компактно, F(x, у) 
евазивыпукла по х и квазивогнута по у, полунепрерывна снизу по х (или 
’■ злунепрерывна сверху по х) и полунепрерывна сверху по у.

Тогда имеет место равенство (1).
Следствие 1 содержит как частный случай теорему By Вэн-цюна (е), 

следствие 2 содержит как частные случаи теоремы Сайопа (4), Нпкай- 
до С), Нэша (2) и Кнезера (*).
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