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1. Пусть вязкая несжимаемая жидкость частично заполняет сосуд и вра­
щается вместе с ним вокруг неподвижной оси с неизменной угловой скоро­
стью к». Предполагается, что свободная поверхность Г жидкости не имеет 
общих точек со стенкой S сосуда и обе эти поверхности достаточно глад­
кие.

Рассмотрим задачу о малых движениях жидкости относительно равно­
мерного вращения. Запишем линеаризованные уравнения движения в си­
стеме координат х=(тт1, х2, х3), равномерно вращающейся вместе с сосудом 
с угловой скоростью сок (к — орт осп ж3), а граничные условия па Г — 
в соответствующей криволинейной системе (g1, g\V)> выбранной таким 
образом, что точка (£*, V, 0) лежит на Г, а координата g3 направлена по 
внешней нормали п к Г (т. е. изнутри жидкости), причем коэффициент 
Ламе /г3 = 1. Для определения скорости u=u(x,t), отклонения давления 
д=р(х, /) от равновесного давления р0(х) и функции g3=£(g, t), |= 
= (V, S2), описывающей отклонение движущейся свободной поверхности 
от равновесной поверхности Г, имеем следующую задачу (‘,3):

du
---- = 2o)uXk— V p+vAu+f, div u=0 
dt

П|,з+изд=п2,з+из,2=0, —p+2vu3,3+aB1^=0,

в Q, (1)

—— = Un на Г, (2) 
dt

(u„, 1) J
Г

un dF=O, u=0 на S, (3)i!, = UTl,

u(x, O)=uo(x), g(g, О)=£о(Ю- (4)
Здесь Q — область, занимаемая жидкостью при равновесии, v — вязкость, 
а>0 — коэффициент поверхностного натяжения; f=f(x, t) —малое поле 
внешних сил; 5, — дифференциальный оператор эллиптического типа: 
В&= — {[nlz+'x2z+a~i (dp0/<MrR+A0£}, Xi и х2 — главные кривизны по­
верхности Г, Ао — оператор Лапласа — Бельтрами.

Будем считать, что состояние равновесия вращающейся жидкости ус­
тойчиво по линейному приближению (3), т. е. оператор Si положительно 
определен: (В^, £)0^б2||^||<,2, 62>0, ^О(В4).

2. Для перехода к операторной формулировке задачи видоизменим ее 
постановку. Воспользуемся разложением пространства вектор-функппп 
Lz(Q) на ортогональные подпространства (3): L2(Q) =C2(Q) ®G(Q). Фун­
кция veG(Q), если v=Vр, реТУгДО), р|г=0; в Г2(Й) входят такие 
ueZ,,(Q)5 которые могут быть аппроксимированы в норме Z;(Q) гладки­
ми соленоидальнымп векторами v, n„|z=0.

Спроектируем левую и правую части (1) на Я2(й) и будем считать, что 
уже Vр, {еЙДй). Функции ип|г и g в силу (2), (3) считаем принадлежа­
щими пространству Я0=В2(Г) © {!}. Введем оператор проектирования 
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Р0(Р) на Но (L 2 (Q)), исключим из (2) £(£,£) и обозначим v<p(g,£) = 
=—p+2v«3,3. Мы получим вместо (1) — (4) задачу

du ~
--------2iw5u+V р—vS’u=f, u, fe_L2(Q), 
dt

dcp a 
К1,з+изд=1г2,з+из.2=0, --— + — В2и„=0 на Г, u=0 на S, (5)

dt х

u(x,O)==uo(x)<=E2(Q), q>(g,O)= %=([),(£),
V

где 2’=РА, 5u=—iP(uXk), S=S*, Из (4) следует, что
В2=В2*,О(В2)=1¥22(Г)ПИ0.

3. Нам понадобится формула Грппа

(—v2’u +Vp, v) t = vE (u, v) — J [v (Х'з + изл) y** + v (и2,з + [1з,2) v2' +
г

+ (—p+2vw3,3) к2*] dr,

(u, v)I = J
12

(0)

E(u, v) =

u v* dQ,

dv{ 
dxh

dvk
dxi

)■ dQ,+

справедливая для достаточно гладких u, v<=E2(Q), v|x=0. Форма E(u, u) 
порождает пространство функций u|z=0, с нормой, эквивалентной
обычной норме ИХ1 (Q) (5).

Рассмотрим, следуя (5,е), две вспомогательные задачи.
Зада ч а I.

v,4\~—vS’v+Vp^f, уеЙ^Й), feE2(Q),
К1.з + 1’3.1=Ь;з,з + Кз,2 = — Р1 + 2хУз,з = 0 на Г.

Задача II.
—vS’w+'vp^O, werlT'V (Q), 

witS+wS:l=iu2i3+iU3,z=0, ~p2+2vw3:3=v<p на Г.
Лемма 1. Оператор А задачи I в L2(Q) самосопряжен и положитель­

но определен, 7)(Л) c=I17^(Q) ЛНЗ1 (Q); при этом D(A'/,)=WZ1(Q), E(u,v) = 
~(Ли, А'/гу)з, VU, Решение задачи I дается формулой w=
=Z_1f, где /1”’>0 — вполне непрерывный оператор класса <ор (7) при 
р>?’о.

Доказательство леммы опирается на результаты (5,8).
Лемма 2. Существует единственное обобщенное решение задачи II 

w=(?(p, Q: W2 (D-W(Q), И’Г,'\г)-//_=(Я.Д^(И7’(Г)П//1-,)';

для него выполняется тождество
(Z'-'w, Л'' (|) , = (д. Fu)0 VueZ)(Z’'2), Ги^и„|г. (7)

Решения w задачи II при Vcpe/A. образуют подпространство U2l{Q')r= 
cIF,‘(Q) S’-гармонических функций; его ортогональное дополнение 
W2(Q) в W2l (Q), как следует из (6), состоит из функций уеГГгДЙ), для 
которых Fv=0:

D(Z"1)^M,(Q)=X2,(Q)enX(Q). (8)

Между пространствами Н+ и U2'(Q) можно установить изоморфизм по 
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закону ф=Г\у, w=r ’ip; сделаем его изометрией, считая, что в Я+ введена 
норма ||ф1!+=||Л'/Т“1ф||1=||Л'Чу|| 1.

Для дальнейшего рассмотрим оператор C=TQ.
Лемма 3. С — самосопряженный положительный вполне непрерыв­

ный оператор, действующий в 1Ц. Его расширение на Н_ есть изометриче­
ский оператор, отображающий Н~ на Н..

4. Образуем с помощью оператора С~1 гильбертову шкалу пространств 
ЖДГ) =D(C~'!) и будем считать, что В- из (5) действует в этой шкале. 
Будем разыскивать решение задачи (5) в виде u=v+w, p=pi+p2, где v и 
w — некоторые решепия задач I и И. Тогда с использованием операторов 
A, Q и С можно переписать (5) в виде системы

— (v+(?cp) +v4v—2iceS dt
(9)

v
—+ —/?ДГу+Сср)=О.
dt

Введем обозначения
V=C-'hVA-'!\

Применим к левой и правой частям (8) оператор А"2: получим
£2(Q)=L21(Q)®L22(Q), 721(Й)=ЛЧВД, L22(Q)=H'W(Q).

Лемма 4. Операторы V: L2(Q,) -^-Но и V": взаимно сопря­
жены и обладают следующими свойствами:

1) УУ*=70, V*V=PZI, где P2t — ортопроектор на L2i (Q):
2) I7 изометрически действует из L2i(Q) на Н,Р а V* из Но на L2i(O). 
При доказательстве леммы используются равенство (7) и определения

операторов Q, Г и С.
Л е м м а 5. Оператор В самосопряжен в Но, D{B) =И721 (Г); его обратный 

B~lee<S>p при р>3, причем В~1>0.
При доказательстве последнего утверждения используется тот факт, 

что В~1 и V*B~lV имеют в силу леммы 4 одинаковые собственные числа.
5. Покажем, что (9) можно привести к абстрактному параболическому 

~ а7’ 7->Ч

уравнению в L2=L'2(Q) ®Я0. Для этого произведем замену ф=— С 2В 2т], Л?
а затем к левой и правой частям (9) применим оператор

Мы придем к уравнению
dy/dt+{£/-9')^y=f,

/ v-Л 0 \
(Ю)

v

Ио Q\ 
-ij ’

°)

\ О IJ

—R’

V

О

О
Я=Я!УЛ-’\ R-=A-'hVB*.
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Лемма 6. Оператор R: Е2 (£2) -+К0 вполне непрерывен.
Отсюда и из свойств А~‘ и В-1 получаем, что СЕ, STОператор 

д/ в (10) в силу лемм 1 п 5 самосопряжен и положительно определен, 
a имеет конечный порядок р>3.

Теорема 1. Задача (5) эквивалентна задаче Коши для абстрактного 
параболического уравнения (10) с начальным условием у (0) =у0<=Ь2. 
Однородная, задача (5) равномерно корректна на любом временном интер­
вале [0, Т], а ее решение выражается через полугруппу 37 (t), аналитичес­
кую в секторе, содержащем полуось 7>0, и отвечающую оператору 
(67—33)м£. Если в задаче (5) f(7)еГГ?(Q) и
zT!f(i) ограничена на [0, Т], то (10) имеет ослабленное решение (’).

6. Рассмотрим задачу о нормальных колебаниях, т. е. о решениях 
уравнения (10) при f=0, зависящих от времени по закону exp (— ).t).

Лемма 7. Оператор О—$ имеет обратный (3—'$}~'=3'+Ф. где

Применим к левой и правой частям (10) оператор (З+ЗУ); полу­
чим уравнение

(З+ЗУ) z, у(Д)=емр (—%i)z, (11)

к которому применима теорема М. В. Келдыша (7) о свойствах спектра 
слабо возмущенного самосопряженного оператора конечного порядка.

Теорема 2. Спектр задачи (11) дискретен, состоит из нормальных 
собственных значений X, Re л>0, и имеет единственную предельную точ­
ку /. = '»; при (0=0 собственные числа расположены симметрично отно­
сительно вещественной оси. Каково бы ни было е>0, все собственные чис­
ла, кроме, быть может, конечного числа, лежат в угле — e<argX<e. Систе­
ма корневых векторов задачи (11) полна в L2=E,(Q) ®Н0.

Таким образом, учет капиллярных сил приводит к исчезновению пре­
дельной точки спектра 7=0, которая существовала в задаче о нормальных 
колебаниях «тяжелой» вязкой жидкости в сосуде (5,6).

Заметим в заключение, что при со=0 для исследования задачи (11) 
можно применить теорию операторов в пространстве с индефинитной мет­
рикой. Так, (11) можно переписать в виде 

z=x(Z^~‘) (Z+^)z, '4/7__
C7V)----

(0
' V

п мы приходим к уравнению с X i-самосопряженным оператором
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