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Целью дайной заметки является доказательство следующего утвер­
ждения.

Теорема 1. Функция f с областью определения в метрическом про­
странстве X и с областью значений в метрическом пространстве Y регуля- 
ризуема тогда и только тогда, когда для некоторого гомеоморфизма мет­
рического пространства Y в линейное нормированное пространство Yl 
функция тр/ является аналитически представимой функцией первого 
класса.

В случае сепарабельного Y это утверждение было получено в ра­
боте (*), откуда мы заимствуем обозначения и определения.

Далее рассматривается функция f с областью определения D(f) в мет­
рическом пространстве X и с областью значений Т (/) в топологическом 
пространстве Y. Обозначим через U[x, 6] замкнутый шар радиуса б с цен­
тром в точке х пространства X и напомним два определения, сформулиро­
ванные в (*) для случая метрического Y.

Определение 1. Функция/ Т-регуляризуема, если суще­
ствует однопараметрическое семейство отображений Rt,: X^Y, 6^(0, б0), 
такое, что Rt,(U[x, б]) ->~f(x) Vx^D(f) при 6-^0.

Определение 2. Функция / А-p егуляризуема, если существует 
функция R: 2х->-2г, сопоставляющая каждому непустому подмножеству 
пространства X непустое подмножество пространства Y так, что для вся­
кого и любой последовательности множеств {А„},Х1, Ап^х,
л=1, 2,. . . , сходящейся к точке х, последовательность множеств 
{R(А„)} ,7 л сходится к точке /(ж).

Естественным образом переносятся на случай топологического Y и 
определения U-, А'-, ^'-регуляризуемости, причем остаются справедли­
выми теорема 2 работы (*) об эквивалентности А-, A'-, U-, U'-, Г-регуляри- 
зуемдсти и утверждение об эквивалентности регуляризуемости функции /, 
рассматриваемой из X в Y (задача I), и функции /, рассматриваемой из 
D(f) в У (задача IV), с дословным повторением доказательств. Из опре­
деления 2 следует также, что регуляризуемость функции / сохраняется 
при гомеоморфном преобразовании пространств X и Y. Регуляризуемость 
функции не зависит и от вложения области значений в метрические про­
странства.

Теорема 2. Если т|к Х^-Х, и <р: Y^-Y, — гомеоморфные вложения мет­
рических пространств X и Y в метрические пространства Xi и Yt, то ре- 
гуляризуемостъ функций / и ф/ф~' эквивалентна.

Замечание 1. Если Y — неметризуемое топологическое пространст­
во, то теорема 2 уже, вообще говоря, неверна.

Дадим достаточное условие регуляризуемости в метрических прост­
ранствах.

Теорема 3. Если отображение f: X^Y метрического пространства X 
в метрическое пространство Y является аналитически представимой функ­
цией первого класса, то оно регуляризуемо.
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Доказательство см. в ((2), стр. 38) пли в работе (‘), где основной 
частью доказательства теоремы 10 является доказательство сформулиро­
ванного факта.

Как известно (см. (*)), аналитическая представимость не является не­
обходимым условием регуляризуемости в общем случае метрического про­
странства Y, однако справедлива

Теорема 4. Если функция f с областью определения в метрическом, 
пространстве X и с областью значений в выпуклом подмножестве Y неко­
торого локально-выпуклого л,инейного топологического пространства ро­
гу ляризуема, то существует Т-регуляризатор Х^У, бе (0, бо), что каж­
дое отображение Rt, в достаточно малой окрестности любой точки о^ед 
имеет вид 

(1)

где функции аДх) удовлетворяют условию Липшица, у{, у2 ■ ■ ■ yn~Y.
Доказательство проводится по схеме теоремы 11 работы (') с за­

меной конечной индукции трансфпнптной и с использованием параком­
пактности метрического пространства.

Так как функция f регуляризуема, то существует Г-регуляризатор 
Ut,: Х->У, бе (0, бо). По отображению U-, мы построим новое отображение 
Z?6/2, так что семейство _йе: X-+Y, 6е(0, V26o), образует искомый регу- 
ляризатор.

Построение 1. По теореме Цермело (см. (3), стр. 34) вполне упо­
рядочим множество Ub(X) значений отображения Через О {А) будем 
обозначать обобщенный открытый шар радиуса 6/2 вокруг множества 
А: О(Л) = {а:еХ: р(х, Л)<б/2}, причем О(Л)^А для пустого множест­
ва Л.

Для каждого y^U^(X) определим множество Ау следующим обра­
зом: Ау=иъ~1(у), если у — первый элемент в £Д(Х) и
Ay=Up~l (у)\U О(Ау). Заметим, что р(Л,/, П^Д^б/2 при любых 
у', у"^1Л(Х)“ у'<у", и Х= U ^-*(//)= U О (4Д.

у&П g (X) ysL (X)

Введем обозначение Q={y^Ub(X'): Д„¥=Л}.
В открытое покрытие пространства X множествами О(АУ), y^Q, впи­

шем локально-конечное открытое покрытие S и сопоставим каждому 
U^S некоторое l(U) —y^Q такое, что О(Л,;)=>67.

Построение 2. Для каждого U^S р(х, Х\ (7) — непрерывная 
неотрицательная функция на X, удовлетворяющая условию Липшица., 
В силу локальной конечности покрытия S функция

av(x) = p(x, X,\U) /Е р(х,Х,\и)
UeS

принимает значения из [0, 1], локально липшицева и S at/(a:)=lUeS-
йгеХ. Следовательно, отображение

Re/2 (ж) = У’| av (х) I (И)
C'eS

удовлетворяет условиям (1).
Проверим, что семейство отображений 7С: Х-^У, бе (0, V260), образует 

Г-регуляризатор для функции /. В самом деле, поскольку Ut,: Х->У, 
бе (0, бо)Т-регуляризатор, то для любой точки x(=D(f) п любой выпук­
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лой окрестности К точки /(х) в пространстве Y найдется б^ХЭ, что при 
бе(0, 6f) Ut,(U[x, б])с:К. Следовательно, если y—Q. но у*£К, то 
иъ~1(у) П17[х, б]=Л, откуда и U\x, 6/2] АО (Л„) =Л, но это означает, что* 
у всех U^S таких, что l(U)=y, av(x')=0 при YeU[x, 6/2]. Мы убеди­
лись, что в сумме £ av(x')l(U) при x'^U[x, 6/2] отличны от нуля толь- 

UeS
ко те аи(х'), для которых l(U)eK, т. е. it выпуклая комбинация 
йб/2(х') = £ av(x') l(U) принадлежит К при 6е(0, 6/2). Теоерма 4 дока- 

tZeS
зана.

Следствие 1. Функция / из метрического пространства X в линей­
ное нормированное пространство Y регуляризуема тогда и только тогда, 
когда она является аналитически представимой функцией первого класса 
из D(f) в Y.

Замечание 2. Теорема 1 следует из теорем 2, 3, 4 и останется в 
силу теоремы 2 верной, если в ее формулировке заменить слова «для не­
которого гомеоморфизма» на «для любого гомеоморфизма».

Следствие 2. Если функция /: X^Y, где Y — выпуклое подмноже­
ство (сепарабельного) линейного нормированного пространства, анали­
тически представима, то для любого гомеоморфного вложения if: Х~^Х> 
в метрическое пространство X, существует последовательность локально 
липшицевых (липшицевых) и локально-конечномерных (конечномерных) 
отображений fn: Xi-^Y, что

lim fn(x)=f(x) Vxeif(X).

В случае произвольного топологического Y, вообще говоря, не сущест­
вует Г-регуляризатора из непрерывных функций, по, используя построе­
ние 1 теоремы 4 п модифицируя теорему 5 из (1) и теорему 2 из (4), мож­
но доказать Г-регуляризуемость //-измеримыми функциями первого 
класса.

Теорема 5. Если функция f из метрического пространства X в топо­
логическое пространство Y регуляризуема, то существует Т-регуляриза- 
тор Rb: X-+Y, 6^(0, б»), такой, что для всякого R-, прообраз R6^l(A) любо­
го множества Л<=У- есть двустороннее множество первого класса.

При положительном решении проблемы аналитической представи­
мости (см. (5), стр. 285) теорема 1 имела бы следующий вид:

Теорема 1'. Функция f из метрического пространства X в метриче­
ское пространство Y регуляризуема тогда и только тогда, когда она явля­
ется R-измеримой функцией первого класса.

Однако в настоящее время справедливость теоремы 1 установлена 
лишь для сепарабельного Y (см. (*)) или для случая, когда X — абсолютно 
аналитическое множество. Во втором случае для доказательства теоремы 1 
нужно сослаться па работу Ханселла (см. (6), стр. 168), где анонсируется 
следующий результат: если X — абсолютно аналитическое множество, 
Y — абсолютный ретракт, то всякая В-измеримая функция /: X-+Y первого 
класса является аналитически представимой функцией первого класса; 
в справедливости этого результата нетрудно убедиться, исходя из лем­
мы 10 той же статьи. Далее нужно заметить, что всякое метрическое про­
странство X можно изометрично вложить в линейное нормированное про­
странство (см. (3), стр. 233), а по теореме Дугунджи (см. (7), стр. 86) 
линейное нормированное пространство есть абсолютный ретракт. Приме­
няя теперь теорему 2 и следствие 1, убеждаемся в справедливости теоре­
мы 1 для случая абсолютно аналитического X.

Применение теоремы 4 к линейным обратным задачам с учетом при­
мечания статьи (8) приводит к следующему результату.

Теорема 6. Пусть А — линейное уплотнение (т. е. непрерывное 
инъективное отображение) рефлексивного банахова пространства X в ли- 
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шейное нормированное пространство Y; тогда существует последователь­
ность непрерывных функций /п: Y-+X, что

Ym fn(y) =А~1 (у) Yy^A(X).
П-*оо

Данная теорема естественно приводит к следующей задаче, решение 
которой автору неизвестно.

Пусть / — линейное отображение f: X--^Y линейного нормированного 
пространства X в банахово пространство У — является аналитически пред­
ставимой функцией первого класса. Существует ли последовательность ли­
нейных ограниченных отображений ге=1, 2, . . ., что

Ит/п(ж)=/(а:) V х^Х'-‘
П-+СО

Московский государственный университет Поступило
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