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1. В настоящей заметке продолжается изучение квазилоренцевых ото­
бражений, начатое в С). В (*) доказано, что s-квазилоренцевы отображе­
ния е-близки к лоренцевым отображениям. При этом в (*) речь идет о бли­
зости в норме С. В настоящей статье устанавливается близость в нор­
ме W'^, т. е. доказывается, что не только сами отображения близки к ло­
ренцевым, но и их первые производные близки к производным лоренцевых 
отображений (последние в норме Lp).

Напомним определение е-квазилоренцевых отображений. Пусть 
U — область в Rn. Топологическое отображение f: U-+Rn, каждая компо­
нента которого имеет в U обобщенные первые производные, мы называем 
е-квазилоренцевым, если выполняются следующие условия:

а) для почти всех xslU для Х= (Xi, Х2,..., Хп)

]2+ . . . + [#.-!,х(Х) ]2-[#п.х(Х) ]2 = 

71
=хг+.. .+Хп_1-Хп2+ £««(*) ВД,

i,3—l

(1)

где | <е;
б) производная dfjdxn имеет один и тот же знак всюду, где она су­

ществует.
Совокупность всех е-квазилоренцевых отображений области U обозна­

чим через L (е, U).
В дальнейшем мы используем следующие обозначения: f — матрица 

Якоби для отображения /, Е — единичная матрица, |А| = шах |А«| — 

норма матрицы А = ||А0||.
Теорема 1. Пусть В —куб в Rn с ребрами, параллельными осям ко­

ординат. Предположим еще, что 0^e^6n, 1^р^е_1уп. И пусть В).
Тогда найдется такое преобразование Лоренца ср, что

|| |(ф°/)'—Е| ||L7,(B)<Anep; (2)

здесь б„, уп, Ап — постоянные, зависящие только от п.
В (2), теорема V, доказано, что для е-квазиизометрических отображе­

ний неравенство типа (2) выполняется для всех р>1. Имеются примеры, 
которые показывают, что для е-квазилоренцевых отображений ограниче­
ние дСеЛ* const существенно.

В дальнейшем мы используем некоторые результаты и некоторые рас­
суждения работы (2).

Следующее предложение показывает, каким образом теорема 1 может 
быть учай произвольной области.
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Следствие. Пусть U — область в Rn, d и D — ее внутренний и внеш­
ний радиусы (*, 2), S — площадь ее границы. Предположим, что

Q<d*SjD<.°°, S<°°, 0s£e«S6„,
and

eZ>log(P/d) '

Тогда для всякого отображения U) найдется преобразование Ло­
ренца <р такое, что

, D D I Sd \■ 111(<ро/),-^111мсг)<Лп8р —log— --------) ,
d d \ mes U /

где постоянные <5„, ап и Ап зависят только от п.
Под площадью границы области понимается верхняя внутренняя мера 

поверхности в смысле Минковского (3).
Примеры показывают, что условие 0<d^D<o° не достаточно. В то же 

время требование конечности S может быть ослаблено.
2. Теорема 1 легко вытекает из следующего предложения.

■ Лемма 1. Пусть В— куб в Rn с ребрами, параллельными осям коор­
динат. Для всякого отображения В), где О^е<б„, найдется такое
преобразование Лоренца <р, что для любого ^>0

_ 1
meslz&B: | (<p°/)'—5|>f}^4n(l+i) “^mesS,

где постоянные бп, Ап, ап зависят только от п.
В свою очередь доказательство леммы 1 основано на двух следующих 

леммах.
Лемма 2. Пусть вектор-функция и(ж) = (и1(ж),. .. , и„,(х)) сумми­

руема в кубе Ci 'xR". Предположим, что существуют постоянная ('/2)71+3 
и для всякого параллельного подкуба С постоянный вектор ас такие, что

(mesС}-1 J |п(а:)—ас1^<^|ас|.
с

Тогда для о> е [} | aCll |

mes{areC0: — ac„|>o|aCo|}^Z?(l+o)~l/(6e) mes Со,

где постоянные В и Ъ зависят только от п.
Лемма 2 является некоторой вариацией леммы 1 из ('*) и доказывается 

аналогично.
Матрицу А назовем е-квазиортогональной, если она представима в виде 

А=у(Е+е), где ц — некоторая ортогональная матрица и |е|<е. Будем 
писать M=0(N), если |М| < |М]-const, где постоянная зависит только 
от п.

Лемма 3. Пусть В — куб в Rn объема V. Предположим, что почти 
всюду в В определена м-квазиортогоналъная матрица А (х) = |(4ц(а:) ||, при­
чем выполняются соотношения

j '1Ац—Цдх=О(еУ), г=1, 2,..., п; (3)
В

^[(Aii—l')(Ajj—l)—AijA}i]dx=O(e2V), i,j=l,... ,n,FAj. (4) 
В

Тогда для любого Л/^0

mes{х^В: | А—Е\ >M&}^Ene~FnMV.

Постоянные Е„, Fn зависят только от п.
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Доказательство леммы 3 можно извлечь из доказательства теоремы V 
в (2).

3. Докажем лемму 1. Согласно теореме 1 из ('), для всякого отображе­
ния С), где С — куб с ребром hc, существует преобразование
Лоренца <рс такое, что для х^С

|фс[/(ж) ]-x\^Dne.hc. (5)

Фиксируем некоторое отображение /<еЛ(е, В). Положим

Ф (ж) ^фв°/(ж) — x=g(x') — ж; Фъ=5Ф;/дж3.

Из (1) и (5) вытекает соотношение

| Фпп| ^Ф„п+2е,
| Фй|<Фл+21 Ф„„| +0(е), г=1, 2, ..., п—1,

Ф«|< | Фй(2+Фй) | 'А+1 Ф„„(2+Ф„п) |'/г+0(е), i*j.
Отсюда имеем

IIOfii!ив) =€)(&), i=l, 2, ..., п, (6)
а также

1|Фо11ь<в>=0(М г, 7=1, 2, ..., п. (7)

Тем самым выполнены условия леммы 2 с fi=O(Ve). Поэтому

ЦФо11мв)=О(Уср).

Далее так же, как ив (2), показывается, что

J (Фг.Ф*— ФчФ,ч)йж=О(е2/»вп), i¥=j. (8)
В

Из (6) — (8), используя лемму 2, получаем

ll®«U(B)=0(e2M- (9)
Введем в рассмотрение матрицу G=||GJ|:

Ggingnj . .
« = gu-------- — для 1<п, ]<П‘

gnn~r~i /ЛЛ\„ z, (10)
Gin=G„i=0 для i<n; Gnn—1.

Матрица G квазиортогональна и удовлетворяет условиям леммы 3. В са­
мом деле, (3) выполнено, так как для i<n, j<n

11С«-6„-ФЛМВ) =||-^4т II -О^р). (И)
II g„„+l ||ьр(в)

Соотношение (4) следует из (9) и (10).
В силу леммы 3

IIGj—6,-3||l2(b)=O (е).
Отсюда получаем

||ФЛв2(в)=О(е).

Для завершения доказательства осталось только еще раз применить 
лемму 2.

4. Следствие доказывается с помощью разбиения области на кубы, реб­
ра которых параллельны осям координат. Можно построить разбиение, 
удовлетворяющее следующим условиям: _

а) кубы имеют ребра длины h„.=2d/(Угг-2“), причем в разбиение вхо­
дит куб Вп с ребром ha=2d/^n-,
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б) любой куб с ребром hm можно соединить с В,, цепочкой кубов, дивна 
которой не превышает числа km=2m(D/d) log (D/d), причем длины ребер 
любых двух соседних кубов в цепочке будут отличаться друг от друга не 
более, чем в два раза;

в) число кубов в разбиении с ребром hm не превосходит величины 
cm=S(2“-iyntZ-1)n-1.

При выполнении этих условий в качестве преобразования ср можно вы­
брать преобразование Лоренца для куба /А, существование которого дока­
зано в теореме 1.
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