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ОБ ОДНОМ КЛАССЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ ВАТСОНА

(Представлено академиком А. А. Дородницыным 18 VII 1974)

1. Преобразования Ватсона были введены Ватсоном в 1933 г. (4) и рас­
сматривались Титчмаршем (2) и другими авторами. Основные результаты 
работ до 1960 г. приведены в обзорной статье (3).

В настоящей работе найдено разложение произвольного оператора Ват­
сона по ортогональной системе операторов Ватсона; дается алгоритм по­
строения таких систем.

2. Оператор Ватсона (*, 2), действующий в вещественном функциональ­
ном пространстве —°°, °°), определяется формулой

Wf(x) =
•*» со

— pj 1|)W (zs)/(s)dsj, (1)

где /(ж) °°, оо), а функция фн (ж) удовлетворяет условию

J фк’(5ж)фту (tx)dx= { о
[max(|s|, Ul) J-1

при s£<0, 
при st>0.

(2)

Назовем ф”’’ (ж) ядром оператора Ватсона W и будем писать флг (ж) -* 
-*-W. Пусть 5331 — множество всех операторов Ватсона с ядрами, равными 
нулю при ж<0.

Рассмотрим функцию

Фти)=-|f 1 при 0^ж^1,
1 0 при прочих значениях ж.

Если ф?г(ж)->ТУе®,, то
ТУфт(^)=фиг(^), (3)
1Уф^(ж) =фт(я). (4)

Если и ф21Г(ж) то ИДфУ’(ж) ->ТУзе®,; доказательство
по существу содержится в (3).

3. Рассмотрим линейную оболочку множества 9В,; для двух любых 
операторов У, и У2 из этой линейной оболочки определим скалярное про­
изведение формулой

(У1,У2) = (У1ф\ У2фт)ж„ (5)

Пусть {9BJ — замкнутая линейная оболочка множества ЗВр, {9BJ есть 
гильбертово пространство со скалярным произведением (5). Норма ли­
нейного оператора Уе{ЖД, порожденная скалярным произведением (5), 
не совпадает с его обычной нормой.

4. Пусть V — вещественный унитарный оператор, отображающий 
£г(—оо, °°) на себя; У/(ж)=7?(ж), где /(ж)оо, оо).

Теорема 1. Ре®, тогда и только тогда, когда

Vf(ax) = — Fl—).
а \ а /

(6)
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Доказательство достаточности условия (6) состоит в построении ядра 
Бохнера унитарного оператора Бив проверке того, что построенный 
оператор Бохнера оказывается оператором Ватсона.

Следствия. Если k—i, 2,..., 2п+1, то

2«+1 2пИ JJ ндж
k=i k=l

Если Уае{2В1}, к=1, 2,..., 2п+1, то

2n-f-l 2п

/1=1 fc=l

Доказательство состоит в проверке выполнения критерия (6).
5. Пусть ®2 — множество произведений четного числа операторов из 

SJi. Рассмотрим линейную оболочку множества £В2; для двух любых опе­
раторов Zt и Z2 из этой линейной оболочки определим скалярное произ­
ведение формулой

(Z1,Z2) = (Z1^,Z2^)^. (7)

Пусть {8В2} — замкнутая линейная оболочка множества 5В2; {ЗВ2} есть 
гильбертово пространство со скалярным произведением (7). Норма ли­
нейного оператора Ze{SJ2}, порожденная скалярным произведением (7), 
не совпадает с его обычной нормой.

6. Пусть Wn, п=1, 2,...,— полная ортогональная система операторов 
из SBi. Тогда любой оператор Уе может быть представлен единст­
венным образом в виде

СО
V=^anWn. (8)

n=L

Если W — произвольный оператор из SBi, то WWn, п=1, 2, 3,..., есть 
полная ортогональная система в {SBa}. Следовательно, любой элемент из 
{5В2} может быть представлен в виде

00

У, bnwwn.
n—i

7. Пусть ipT(a;)->-77е2В1. Введем функцию

О при х<1, 
i/x при ж>1;

пусть 4>s(ж)->-5^333,. Рассмотрим операторы из вида (TS)nT, 
=0, ±1, ±2,...

Теорема 2. Ядра операторов (TS)nT определяются формулой

(TS)nTtyT(x') =
j (—1) "БД—In я) при
1 0 при прочих значениях х; (9)

при п=0, 1, 2,... и формулой

(TSyT$r(x) =
при х<1,

1 (In ге) при х^1,
(10)

при тг=—1, —2, —3,..., где Ln(z) — полиномы Лагерра нулевого порядка,
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определяемые формулой
п

k^O

(—!)'“
n\zk

(п-Л)!(&!)2 '

Следствие 1. Ядра операторов (TS)nT при п=0, 1, 2,... образуют 
полную ортонормированную систему в Н?2(0,1),а при п=—1,—2,—3,...— 
полную ортонормированную систему в ■З’гЦ, °°),что следует из известных 
свойств полиномов Лагерра.

Совокупность всех указанных ядер образует полную ортонормирован­
ную систему в 2^2(0, <»).

Следствие 2. Операторы (TS)nT, п=0, ±1, ±2,..., образуют пол­
ную ортогональную систему в {281}.

Теорема 3. Пусть W — произвольный элемент из 9В1. Тогда (715)ПРК, 
п=0, ±1, ±2,..., есть полная ортогональная система операторов в {S?i}.

Доказательство основано на следующем свойстве операторов 
Ватсона:

(WiW2)nWs=W2(W2W1)n.
Следствие. Пусть Wit W2e$Bi. Тогда операторы РГ2(7’5)пИ/1, 

п=0, ±1, ±2,..., образуют полную ортогональную систему в {SB2}.
Замечание. Полагая W2=T, получаем: (TS)n, п=

=0, ±1, ±2,...полная ортогональная система в {ЗВ2}.
Теорема 4. Произвольный оператор Fe{28i} может быть представ­

лен единственным образом в виде
4-00

7= ^an{TS)nT. (11)

Замечание. Если (ж)то в разложении
+ ■» 

W= V an(TSyT.
П= — ОО

коэффициенты могут быть найдены по формулам

а„=(—1)" Jip"' (а;)Лп(—lnz)cfa, п=0,1,2,...,
О

(12)

«„=(—l)n_1 Jipw(a:)a;“1L_n_1(ln2:)da;, n=—1,—2,... (13)
1

Теорема 5. Произвольный оператор Ze{SB2} может быть представлен 
единственным образом в виде

Z=^an{TSy. (14)

п = —ОО

8. При |М<1 справедливы следующие формулы:

1 1 1 / 1 \(7,+Х5)-‘/(а:) = -^-^у?л:х/(1-?-) J sv(1-M/(s)ds -у-—, (15)

' ' i/x

(16)
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Доказательство, например, первой из этих формул основывается 
на очевидном разложении

(7’+%5)-*/(ж)= V
?2 = 0

в котором (TS)nTf(x) выражается через f(x) и ядро оператора (TS) пТ; 
полученный ряд суммируется с использованием известного свойства про­
изводящей функции для полиномов Лагерра.

9. Пусть
T(a)^-L^ \ 5(а)-А_ф8(—).

Уа ' а ' ' Уа ' а '

Имеют место разложения, справедливые при 0<а<1: 
со 

7’(а)=Уа{7’+У) (-1)"[M-In а) -

71 = 1

1 “т (--) =Ул{т’+ У, (-IHM-lna)- Ln-

п=1

оо

5(а)=Уа{5+^ (-l)"[Ln (-In

п=1

. ОО '

S (т) (-1И£п(-1па)-Д.

.(-Ina)] (WTj, (17)

(-In а)] 5(7’5"-*)} , (18)

.(-Ina) 1(7*5)-*7’| (19)

(-In а) ]5(7’5)"k (20)
П=1

Формулы (17) —(20) позволяют 
функциональных уравнений вида

п
У с7(ща:)=А(а:),
Й=1

находить решение

где h(x) — заданная функция из 572(—°°).
10. Разложения (11) и (14) могут быть применены для отыскания ре­

шения некоторых классов линейных интегральных уравнений с ядрами, 
зависящими от произведения или частного, аргументов.

Поступило
24 VI 1974
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