
Доклады Академии наук СССР
1975. Том 220. № 4

УДК 517.9 МАТЕМАТИКА

Ю. Я. БЕЛОВ

ОБ АППРОКСИМАЦИИ ОДНОГО КЛАССА СИСТЕМ ЛИНЕЙНЫХ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

(Представлено академиком Н. Н. Яненко 11 VII 1974)

Систему уравнений в частных производных вида

-^- = £(п)+/, *=1,2,
д t

где u=(u1( ...,и„), в=(и1( ....Up, 0, 0, ...,0), 1<р<и, /=(Д,..., /п), 
L(u) — (Lt (u),..., (Z/n(u)), Li(u) — некоторые дифференциальные опера­
торы по пространственным переменным, будем называть полуэволюцион- 
ной в отличие от эволюционной системы

дки
= L (ii)+f-

Задача об аппроксимации полуэволюционных систем эволюционными 
возникла, в первую очередь, при численных расчетах различных задач 
течения вязкой несжимаемой жидкости, когда система уравнений Навье — 
Стокса заменяется некоторой эволюционной системой: обычно заменяется 
уравнение неразрывности div u=0 па некоторое эволюционное с малым 
параметром е, причем в необходимых случаях «подправляются» и осталь­
ные уравнения системы так, чтобы решение ие аппроксимирующей систе­
мы сходилось при е->0 к решению соответствующей задачи для исходной 
системы уравнений Навье — Стокса.

Идея указанной аппроксимации была впервые высказана в докладе 
Н. Н. Владимировой, Б. Г. Кузнецова, Н. Н. Яненко на семинаре по вы­
числительной математике и механике под руководством С. Л. Соболева 
и Г. И. Марчука (Новосибирск, 1965 г., см. (*)). Теоретическое обоснова­
ние различных способов аппроксимации дано в (2, 3) и последующих ра­
ботах различных авторов. В линейном случае вопросы аппроксимации для 
некоторых уравнений исследовались в (4, 5). В настоящей работе рассмат­
ривается задача Коши для линейных полуэволюционных систем первого 
и второго порядков в гильбертовом пространстве на основании свойств 
аппроксимирующих эволюционных систем.

Обозначим через Н гильбертово пространство над R со скалярным про­
изведением (щ, щ); Н2=НА.Н — гильбертово пространство векторов 
u={ub и2}, и,еЯ, со скалярным произведением [и, к] = (щ, щ) + (u2, v2). 
Ац — замкнутые линейные операторы в И с плотными в Н областями опре- 

/ А л А12 \
деления И(Ац), I, 7=1, 2. 4 / ~ линейный оператор в Н2.

Через О® обозначим множество элементов из Я, на которых определены 

все операторы вида A;ijlAi2j2 ... А^, D"“ =Я'/1> ХЯ/*’ -^([О, Я]; Я) -про­
странство к раз непрерывно дифференцируемых отображений
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[О, Т]-+Н, с нормой

dm<p(t)
dtm ~

Рассмотрим аппроксимацию системами эволюционного типа

(1)
e.u2'=A2iui+A22u2+f2

системы
П1/=41Щ1+4 и^г+Л,

(2) 
О—A2iUi~hA22^'2A' f2,

получающейся из (1) при е=0. Здесь u'=dUi/dt — сильная производная 
от Ui по t в Н. Систему (2) естественно назвать полуэволюционной.

Определение 1. Назовем вектор и (t) е//2 решением системы 
(2) н а о т р е з к е [0, 7], если выполняются условия:

1) значения вектора н={гг1, и2} принадлежат области определения 
D(A) оператора А при всех £е[0, 7],

2) в каждой точке £е[0, Т] существует сильная производная u/(i) 
компоненты uY, вектора и (в норме Я),

3) уравнение (2) удовлетворяется при всех [О, Т]. 
Начальные данные для системы (2)

и(0)=ж, x^D (4), (3)

вследствие второго уравнения системы должны удовлетворять условию

A2iX!+A22x2+f2 (0) =0. (4)
Зададимся некоторыми целыми а>2, [3>1 и рассмотрим функции f та­

кие, что f(t) е//11. 0=5t=£7,

т. е. /(£) — достаточно «гладкий» элемент Я2, 0^/=57, и достаточно глад­
кая по I функция в Я2.

Определение 2. Задача (2), (3), (4) поставлена в Н1 на отрезке 
[0,7] равномерно корректно, если при любых x^D (4) и/, удов­
летворяющих условиям (4), (5), ее решение существует, единственно и 
из условия

т
Jll/(n)G)lb/di-*O, хГ’->0 в Я
о

для решений и(п\ соответствующих х{п\ /(п), следует, что
т
Jhr(W^->0, н'п)->о в С°([0,7];Я),
о

Здесь х(п\ f(n} удовлетворяют условиям (4), (5), xM^D(A).
Условие 1. Оператор А коэрцитивный:

[— Аи, и] VueO(4), Ц1>0 —const.

Условие 2. Задача (1), (3), (4) имеет на отрезке [0,7] единствен­
ное решение для любых е, 0<е<е0, и функции f, удовлетворяющей пред­
положению (5).
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Условие 3. При x^D(h\ где к>2 — некоторое натуральное число, 
и функции /, удовлетворяющей (5), на w/(/), 0<е«Се0, коммути­
руют операторы d/dt, Аар, Ац, АарАтг, а, р, I, j, т, 1=1,2. Здесь иг= 
= {u/, и2е} — решение задачи (1), (3), (4).

Условие 4. Оператор Л22 имеет обратный линейный ограниченный 
оператор Л22-1.

Теорема 1. Пусть f удовлетворяет (5), x^D"':> и выполняются ус­
ловия 1—4. Тогда при е->0

и’-+и в С°([0, ТУ- Н2),
Аци^-^А^и} в С° ([0, Т7]; II), i, 7=1, 2,

где ие — решение задачи (1), (3), (4), и — решение задачи (2), (3), (4). 
Замечание. В случае, когда f=0, в теореме 1 условие 1 можно за­

менить требованием диссипативности оператора А:

[Au,u]^0 Vu^D(A).

Если А^О, /2=0 /2^0), то вместо условия 1 достаточно потребовать,
чтобы оператор А был представим в виде Л=Л1+Л2, причем оператор Ai 
был диссипативным, а А2 — удовлетворял условию [Л2, и, — x||z||H, х> 
>0 —const для всех и из D(A2) таких, что u={z,Q} (u={0, z}), z^H.

Через X обозначим линейное пространство элементов кеО(Л) таких, 
что Л21К1+Л22у2=0. Пространство X с введенной на нем нормой

2

1И = 1М1и’+
i,i=l

обозначим через V. V является банаховым пространством вследствие 
замкнутости операторов Аа.

Условие 5. Множество где С6’Г1 V плотно в V.
Теорема 2. При выполнении условий 1—5 задача (2), (3), (4) рав­

номерно корректна в Н2.
В случае аппроксимации системы

U\ — А циА~А 12п2~Ь/1,
(8) 

0=Л 2|И1+Л 22и2+/2
системами эволюционного типа

и, =АnU,~hА 12и2~\-]\,

(7) 
си2 — A2iuA~ А22и2~}~/2

определение решения системы (6) дается так же, как и определение ре­
шения системы (2), только во втором условии требуется существование в 
каждой точке t<^ [0, Т} сильной производной и" (t) компоненты щ, век­
тора и. Начальные данные для системы (6)

и(0)=а?, и'(О)=г/, х, y^D(A), (8)
вследствие второго уравнения системы (6) должны удовлетворять соотно­
шениям

0=Л21ж1+Л22ж2+/2(0) =Л21р1+Л22г/2+у2/(0). (9)
Определение 3. Задача (6), (8), (9) поставлена в Н2 на отрезке 

[0, Т} равномерно корректно, если при любых х, у=1) (Л) и /, 
удовлетворяющих условиям (9), (5), ее решение существует, единственно 
п из условия

хм Лж(п)-*0 в II2, г/Г'-^О в Н,

/Г’,Н,2Л22-72<п)->0 в С°([О,ТУ-,Н), г=1,2, 
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для соответствующих решений и1"' следует, что w,(n)->-0 в С°([0, Т]; Я2), 
п->-°°. Здесь х{п\ ум, ftn) удовлетворяют условиям (5), (9), х(п\ у1п>^ 
^D(A).

Условие 6. Оператор А коэрцитивный и симметрический:
[—Аи, н]>р,2||н||н2 VueZJ(A), ц2>0—const, 

[Au,.v] = [u, Av] Vu, v^D(A).

Условие 7. Задача (7), (8), (9) имеет на отрезке [О, Т] единствен­
ное решение для любых е, 0<е^е0, и функции /={/1, 0} удовлетворяющей 
предположению (5).

Условие 8. При х, y^Dm, где /с>2 — некоторое натуральное число, 
и функции 0}, удовлетворяющей (5), на U;e(t), 0<8=Се0,
коммутируют операторы d/dt, d2/dt2, АаР, Ai}, AapAmi, a, p, i, j, m, 1=1, 2. 
Здесь w®={wt®, w2e} — решение задачи (7), (8), (9).

Теорема 3. Пусть / удовлетворяет (5), х, y^Dm и выполняются ус­
ловия 4, 6—8. Тогда при е-Ч)

и^и в С°([0, Г]; Я2), 
AijUf-^AijUj в С°([0, Т]; Я), I, /=1, 2.

где иг — решение задачи (7), (8), (9), и — решение задачи (6), (8), (9).
Теорема 4. Пусть выполняются условия 4—8. Тогда задача (6), 

(8), (9) равномерно корректна в Н2.
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