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Эта заметка непосредственно связана с заметкой (*). Исследуется вве­
денный нами в рассмотрение (‘) класс (1, п) -эквивалентных областей. 
Всякая функция и, принадлежащая W,) (G2), над некоторой фиксирован­
ной областью G2 продолжается единственным образом на (1, п) -эквива­
лентную G, область Gi, G^G2, до функции (G, ). Следовательно,
конформные емкости любой пары компактов Уо, Fc--G2 в областях G, и G2 
совпадают. Мы доказываем обратную теорему. Из нее и (‘) следует устра­
нимость множеств, «не влияющих» на емкость (NC,.-множеств), для ква­
зиконформных отображений. В Ип класс NCn множеств совпадает с NED 
(2, "). Устранимость АЕТЭ-мпожеств для квазиконформных отображений 
недавно доказана (4) с использованием геометрической техники re-мо­
дулем.

Результаты переносятся на пространства РИД р>1.
Как обычно, ИД — пространство вещественных функций, определен­

ных в области G^R ‘ и имеющих обобщенные первые производные, сум­
мируемые по G в степени р (5). ИД рассматривается с нормой

IIи II w‘p (G) = 11^111,^(0)5“ II Vrellb^c;.

Определение 1. Две области Gb G2<=TRn называются (1, ^-экви­
валентными, если отображения

0;: JKp1(G1UG2)^H7p1(Gi), 0;(и)=1гД, г=1, 2,

являются изометрическими изоморфизмами.
Определение 2. Замкнутое относительно области G множество 

E~G называется нулевым для конформной p-емкости, или ДТДмно- 
жеством, если

СарР(G\E, Fo, FJ =СарР(G, Fo, Ft)

для любых непересекающихся компактов Fo, F^G', здесь 
Capp(G,F0,F1)=inf j \Nu\pdx,

G

где инфимум берется по всем непрерывным функциям равным
нулю на и единице на Ft.

Теорема 1. Для того чтобы области Gt и G2, G^G2, были (1, р)-эк­
вивалентными  , необходимо и достаточно, чтобы множество E=Gi\G2 
было NCр-множеством.

Доказательство. Необходимость легко следует из опреде­
лений, и рассуждений в начале заметки.

Достаточность. Всякая ограниченная функция (G2) пред­
ставима в виде суммы f=u+g непрерывной функции и, являющейся ре-
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шением некоторой задачи Дирихле (6), и функции g^Wp1 (Gz), продол­
жающейся на Е без изменения нормы.

Выберем два произвольных вещественных числа а, Ь,
min и (х) <а<Ъ< max и (ж).
xeG2 xeG2

Аппроксимируем открытые множества

Va={x^G: и(х)<а}, W6={x^G: u(x)>b}

возрастающими последовательностями компактов {Ут}, {И7™}. Экстре­
мальные функции ит для CapP(G2, Vm, Wm) продолжаются до экстремалей 
vm' для CapP(G4, V,„, W„), так как Е—АСр-множество.

Последовательность {у,,,} равномерно ограничена и имеет равномерно 
ограниченный интеграл Дирихле

J I Vw|p dx> J | ^vm\pdx= J |Vvm']pdx. (1)
G2 Gj

Выделяем из слабо сходящуюся подпоследовательность. Ее пре­
дел v^^Wp1 (Gt) равен нулю на Va и единице на ,Wb.

Для любого разбиения т= {at, аг,..., ак},
a0=min и ] я? ] <ад< . .. <щ< max и(х) =ak+l, 

x=G2 xsG2
строим функцию

ЦГ=а1 + («2-^1) Va’+ .. ■ + («л—«ft-i) v°* .aK~l
Учитывая (1), имеем

| и—v^\< max (ai+i—a4)=diam^“,
i=0,l,...,k *

J |Vu|Ma:> J \Vv<r\pdx. (2)
G2 Gt

Выберем сжимающуюся последовательность разбиений {£7~v} 
(diam при v-»-»’). Последовательность функций {щ} равномерно
сходится к и на G2. Интегралы Дирихле этой последовательности равно­
мерно ограничены. Выделяем из {щ} слабо сходящуюся подпоследова­
тельность. Ее предел и' совпадает на G2 с функцией и.

Из (2) следует

(3)

С помощью (3) доказываем равенство нулю меры множества Е. Сле­
довательно, llwp(G1) = lhr|lwii3(G2)- Теорема доказана.

Следствие 1. Любое замкнутое подмножество NCp-множества яв­
ляется NCp-множеством.

Следствие 2. (принцип локализации). Если E-NCp-множество в 
области G, то для любого шара В(х, r)^G, множество Ei—E(\B(x, г) яв­
ляется NCp-множеством.

Следствие 3. Всякое компактное подмножество NCр-множества в 
области G является N С p-множеством в любой области.

Следствие 4. Пусть Е — такое замкнутое подмножество области G, 
что пересечение Е с любым шаром B^G является NCp-множеством в В. 
Тогда E-NCp-множество в области G.

Теорема 2. Пусть G — область в Rn, Е—NCp-множество в обла­
сти G.
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Тогда всякое квазиконформное отображение (р: G\E-+Rn продолжает­
ся до квазиконформного отображения ср': G-+Rn без изменения коэффи­
циента искажения.

Теорема 2 следует из теоремы 1 и работы (').
Теорема 3. Пусть G— область в Rn, Е—NCn-множество в G и 

ср — квазиконформное отображение области G на область G'.
Тогда ц(Е) — NCn-множество в G'.
Теорема 3 легко следует из теорем 1, 2.
Теорема 4. Пусть G — область в R", Е—NCn-множество в G, ср: 

G\E-+Rr‘ — отображение с ограниченным искажением. Предполагаем, 
что для каждой точки х^Е существует шар В(х, r)czG, такой, что <ре

Тогда существует единственное продолжение ср до отображения с огра­
ниченным искажением ср': G-+Rn.

При р-Гчъ конформная р-емкость является квазиинвариантом для ква- 
зиизометрических отображений (8). Для квазиизометрий верны аналоги 
теорем 2, 3.

Теорема 5. Всякое NCP,-множество Е в области G, является 
NCp-множеством в G при p>pi-

Теорема 5 следует из теоремы 1 и принципа локализации.
Выясним связь Л^Сп-множеств с 2У£7)-множествами.
Определение 3. Замкнутое относительно области G множество Е 

будем называть АЕЕр-множеством, если для любых связных компактов 
Fo, Fi, принадлежащих G\E,

Gap P(G\E, Fo, FI)=CapP(G, Fo, FT).

При p=n и G=Rn из работы (9) следует совпадение класса NEDn с 
классом NED.

Теорема 6. Для любой области G класс NEDp-множеств совпадает 
с классом NCp-множеств.

Доказательство. При доказательстве теоремы 1 достаточно ис­
пользовать совпадение емкостей

СаРр(G\E, Fo, FT) =СарР (G, Fo, Ft)

для любых компактов Fo, Fi<=G\E, имеющих конечное число связных 
компонент, каждая из которых имеет гладкую границу.

Доказательство проводится индукцией по числу компонент v(F0, FT) 
множеств Fo, Ft, используя на каждом этапе суженный на этот класс ре­
зультат теоремы 1.

Теорема 7. Для того чтобы замкнутое относительно G множество Е 
было NCp-множеством в G, необходимо и достаточно, чтобы для любых 
двух связных компактных множеств Fa, Fi<=cG\E, FoflFi—ф, имеющих 
гладкую границу, было справедливо равенство

CapP(G\E, Fo, F1)=Capp(G, Fo, FT).

Авторы пользуются случаем выразить благодарность В. В. Асееву и 
А. П. Копылову за полезные консультации.
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