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КОЛЕБАНИЯ ОДНОРОДНЫХ СТРУКТУР из тонких полос

Проектирование инженерных конструкций, обладающих оптимальны­
ми акустическими характеристиками, связано с расчетом на колебания 
простейших составных элементов и их соединений (*'). Одним из наиболее 
распространенных составных элементов является упругая полоса, толщина 
которой значительно меньше ее ширины. Многие практические конструк­
ции, однородные в одном из направлений, составляются из полос. Таковы 
тонкостенные стержни, отдельные элементы корпусов судов и летатель­
ных аппаратов. Здесь приводится новый метод расчета колебаний таких 
конструкций.

1. Тонкая упругая полоса представляет собой простейший твердый вол­
новод. В ней могут существовать волны двух типов — изгибные и продоль­
но-поперечные (в плоскости полосы). В силу малой толщины полосы эти 
волны описываются динамическими уравнениями плоского напряженного 
состояния, уравнением динамического изгиба Жермен — Лагранжа и гра­
ничными условиями на кромках. Если кромки полосы свободны от напря­
жений, продольно-поперечные волны аналогичны волнам Лэмба в упру­
гом слое (2). Исследование распространения волн в полосе и ее вынуж­
денных колебаний при различных граничных условиях проведено в 
работе (3).

2. Предлагаемый метод расчета представляет собой обобщение метода 
линейных динамических жесткостей, разработанного в (4) для задач отра­
жения волн в пластинах от линейных препятствий, на случай однородных 
конструкций, составленных из полос.

Для простоты рассмотрим бесконечный уголковый стержень, который 
состоит из двух полос, соединенных под прямым углом по линии, совпа­
дающей с осью z. В силу однородности структуры вдоль оси z в ней воз­
никают движения вида и(х, у, г)=и(х, у) exp (ikz—iat'), называемые 
нормальными волнами, где к — постоянная распространения, со — круговая 
частота, и — вектор смещений точек стержня. При распространении вдоль 
стержня нормальной волны по линии соединения х=у=0 возникают силы 
и моменты сил реакции, которые, как и смещения, зависят от координа­
ты z экспоненциально.

Обозначим через E,(z) exp (ikz—iat) четырехмерпый вектор, ком­
понентами которого являются силы реакции в направлении трех осей 
координат и z-я компонента изгибающего момента, действующие на г-ю 
полосу, г=1, 2. Распространение нормальной волны в стержне эквива­
лентно вынужденным колебаниям отдельных полос под действием F,(z). 
Как показано в (4, 5), решение для вынужденных колебаний можно запи­
сать в виде Р,=С и;, где ut — четырехмерный вектор, компонентами кото­
рого являются амплитуды смещения в направлении трех осей координат 
и угла поворота вокруг оси z на линии соединения полос, С, — квадратная 
матрица четвертого порядка, элементами которой являются линейные 
дипамические жесткости, представляющие собой отношение амплитуды 
силы к амплитуде смещения или амплитуды момента сил к амплитуде 
угла поворота при экспоненциальном распределении сил и моментов сил 
вдоль прямой линии (х=у=0').
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На линии соединения смещения полос одинаковы, а сумма сил и мо­
ментов сил реакции равна нулю: щ=и2, Fi+F2=~-G. Из этих условий и из 
выражений для вынужденных колебаний полос непосредственно вытекает 
дисперсионное уравнение нормальных волн в уголковом стержне 
| С^+С?. | =0, устанавливающее зависимость постоянной распространения к 
от частоты ю.

Таким образом, точное дисперсионное уравнение воли в уголковом 
стержне представляет собой равный нулю определитель четвертого по­
рядка, элементами которого являются линейные динамические жесткости 
двух его составляющих полос. Для тонкостенных стержней других попе­
речных сечений процедура получения дисперсионных уравнений анало­
гична. Если поперечное сечение стержня обладает симметрией, диспер­
сионное уравнение распадается на два или несколько более простых урав­
нений. В случае двутаврового стержня с одинаковыми полками имеются 
две плоскости симметрии. Дисперсионное уравнепие здесь распадается 
на четыре отдельных уравнения. Физически это означает, что четыре типа 
нормальных волн в таком стержне (продольные, крутильные и два типа 
изгибных) распространяются независимо одна от другой.

Для изгибных нормальных волн в плоскости полосы-стенки, например, 
дисперсионное уравнение имеет вид

(СД+2С,,) (С,,,Л+2С'„) (1)
где Сцл, Спп* и CiF= ~Сп1л — линейные продольно-поперечные жесткости 
стенки при антисимметричном возбуждении ее силами, экспоненциально' 
распределенными па кромках (5), Си — линейная продольно-поперечная 
жесткость полки-полосы при действии силы, распределенной экспонен­
циально по центральной липни п направленной вдоль нее, Си — линейная 
изгибпая жесткость полки при действии перерезывающей силы, распре­
деленной по экспоненте вдоль центральной лпшш. Величины Си и Си без 
труда вычисляются с помощью результатов работы (5).

На любой частоте уравнение (1) дает для постоянной распростране­
ния к бесконечное множество корней, пз которых все, исключая конеч­
ное число, комплексны. Соответствующие им нормальные пзгпбные волны 
являются неоднородными и затухают с расстоянием. При стремлении раз­
меров полок к пулю (<Дг=6'/(=0) уравнение (1) переходит в дисперспон- 
пое уравнение Рэлея — Лэмба (2).

Если левую часть (1) разложить в ряд Маклорена и пренебречь чле­
нами высокого порядка, придем к дисперсии, определяемой классическим 
уравнением изгибных колебаний Бернулли — Эйлера. Сохранение членов 
разложения следующего порядка малости соответствует приближенному 
уравнению типа С. П. Тимошенко.

Изложенный метод расчета, основанный на получении точных дпе- 
пеиспопных зависимостей нормальных волн в тонкостенных стержнях и 
других однородных структурах, составленных из полос, целесообразен при 
исследовании их колебаний в высокочастотной области, где известные 
приближенные теории неверны.
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