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1. Под представлением группы мы здесь понимаем пару (А, Г), где 
А — модуль пад пекоторым коммутативным кольцом с единицей К и Г — 
группа, для которой задано действие в А в качестве группы автоморфиз­
мов. Пусть, далее, n=w(z/i. ..., уп) — элемент групповой алгебры KF, 
где F — свободная группа счетного ранга над множеством У. Для каждой 
группы Г имеем элементы и (у,,. .. , у„)еАГ, угеГ. Если все такие элемен­
ты аннулируют модуль А в представлении (А, Г), то говорят, что в данном 
представлении выполняется битождество х^и(у1,.. . , уп) =0. Многообра­
зие пар — представлений — это класс пар, определяемый некоторым набо­
ром таких битождеств (см., например, (3)).

Если и Х2 - два многообразия над заданным К, то их произведение 
3i32 определяется условием: (А, Г)еА',3',. если в А имеется АТ-подмо- 
дуль В с (В, Г)е$1 и (А/В, Г) Так возникает полугруппа многооб­
разий представлений над данным А, обозначаемая через 9Jl=9Jl(K). 2Я 
обладает нулем п единицей — многообразие всех пар и многообразие 
пар с нулевой областью действия А. В общем случае в ЭЛ могут быть дели­
тели пуля, однако, если К--область, все элементы из 2Я, отличные от 
пуля и единицы, также составляют полугруппу — полугруппу собственных 
многообразий. Часто под ЯЛ будем понимать эту собственную часть. Если, 
далее, X — многообразие тгар и 0 — групповое многообразие, то £Х0 — 
класс пар, определяемый правилом: (А, Г)еЗХ0, если в Г имеется нор­
мальный делитель Е с Г/ЕеО и (А, Е)е$'. Это также многообразие, при­
чем собственное, если таковы X и 0. Кроме того, операция X определяет 
представление полугруппы групповых многообразий — обозначим ее через 
Л— в качестве полугруппы эндоморфизмов полугруппы 9R. Таким образом, 
возникает полугрупповая пара (2R, 51). Эта пара рассматривается в (*),где 
доказывается, что если К — поле, то с точностью до нулей и единиц в SD? 
и 91 пара (ЗЯ, 51) свободна.

Пусть теперь 2Я0 — некоторая мультипликативная система многооб­
разий представлений — подполугруппа в 2Я. Ее нормализатором (в 91) на­
зывается система всех групповых многообразий 0, для которых ЖХбеЭТ, 
как только ТеЕЭТо. Обращение к нормализатору полезно по многим пово­
дам. Во-первых, это дает редукции для многообразий из ЙЯ0 к многооб­
разиям «без групповых составляющих». Во-вторых, здесь возможны при­
ложения к групповым многообразиям, о которых мы в дальнейшем ска­
жем. Наконец, следующее соображение. Как известно, между некоторыми 
многообразиями представлений и групповыми многообразиями имеются 
естественные параллели. Так, например, понятию нильпотентности для 
групп параллельно понятие стабильности в представлениях, и это ведет 
к сопоставлению различных групповых многообразий нильпотентного ти­
па и многообразий представлений стабильного типа. Такие сопоставления 
часто переходят в прямые связи, и язык нормализаторов здесь одно из 
средств установления этих связей. Соответствующие примеры будут при­
ведены ниже.



Отметим, далее, что через нормализаторы устанавливается связь меж­
ду полугруппами многообразий представлений и полугруппами групповых 
многообразий. С другой стороны, имеются различные связи между ин­
дивидуальными многообразиями. Некоторые из них будут здесь рас­
смотрены.

2. П о л у г р у и п о в ы е пары. Имея в виду пару (24, 31), приведем 
несколько общих замечаний о категории полугрупповых пар. Пусть 2 — 
моноид п допустим, что 2 действует в качестве моноида преобразований па 
множестве М. При этом М есть полигон над 2 и можпо говорить о катего­
рии полигонов с данным 2. Меняя 2, будем рассматривать и пары (М, 2), 
которые назовем здесь акциями. Морфизмы категории акций — это гомо­
морфизмы вида ц: (Л/, 2) ->- (М', 2'), где ц: М^М' — отображение,
ц: 2->27 — гомоморфизм моноидов пони связаны условием 
«е/И, oes2. Пусть (М, 2) - акция, а,Ь — элементы в М. Условимся го­
ворить, что а—D-делитель Ь, или короче, а — делитель Ь, если Ъ=а<з при не­
котором ое2. Следующее предложение проверяется непосредственно.

Предложение!. Следующие свойства акции (М, 2) эквива­
лентны:

а) (Л/, 2) — свободная акция в категории акций.
б) 2 — свободный моноид и М — свободный ^.-полигон.
в) Действие 2 в М удовлетворяет следующим условиям:

1) множество М непусто-, 2) для любого ое2, отличного от единицы е и 
любого аеМ элемент аа не является делителем а-, 3) а<з=Ьб=*~а-=Ъ и aai = 
=аа2=юа1=и2 при любых а. С И. о1; o2eS; 4) асн=&сн влечет а=Ь или 
а = Ьо или Ъ=ао-, 5) каждый а Н имеет лишь конечное число делителей.

Акцию (//, 2) будем называть полугрупповой парой, если // — полу­
группа и элементы из 2 действуют в Н как эндоморфизмы этой полугруп­
пы. Очевидным образом возникает категория полугрупповых пар.

Предложение 2. Полу групповая пара (II, 2) тогда и только тог­
да свободна, когда Н — свободная полугруппа, множество ее неразло­
жимых элементов М инвариантно относительно 2 и акция (М, 2) свободна.

Приведем теперь критерии свободы подпары полугрупповой пары.
Предложение 3. Подпара (Hi, 2J свободной полугрупповой па­

ры (И, 1) тогда и только тогда свободна, когда выполнены следующие ус­
ловия: 1) Hi — свободная полугруппа; 2) множество неразложимых эле­
ментов из Hi инвариантно относительно 2д 3) если в (Н,, 2() имеет место 
acSi—bOz, то а=Ъ или а—Ьо или Ь=аа, причем 0^2,.

Отметим один специальный случай свободной подпары в свободной 
полугрупповой паре. Пусть (М, 2) — акция и М{ — подмножество в М.
Нормализатор Mi в 2 — это множество всех ое2, для которых выполня­
ется а^М 1=мао^МI. Можпо также говорить и о конормалпзаторе как о 
множестве всех п-т2. для которых имеет место ас^-М i=> а^М i. Множество 
М, назовем изолированным в (М, 2), если его копормалнзатор совпадает 
со всей 2.

П р е д л о ж е и и о 4. Пусть (Н, 2) —свободная полугрупповая пара, 
Hi — свободная и изолированная подполугруппа в Н и 24 — нормализа­
тор этой подполугруппы. Тогда пара (Щ, 2t) свободна.

3. П о д и а р ы в (ЙЯ, 91). Ситуация поля. В этом пункте К — 
поле, 24 состоит из собственных многообразий представлений над К, 91 — 
лее групповые многообразия кроме многообразия всех групп. Полугруп­
повая пара (24, 91) свободна. Если 240 — подполугруппа в 24, то 910 всегда 
обозначает ее нормализатор.

Многообразие пар £ условимся называть финитарным многообразием, 
если оно порождается некоторым классом конечномерных представлений. 
Групповое многообразие финитарно, если это многообразие порождется 
некоторым классом конечных групп.

Теорема 1. Совокупность 240 всех финитарных многообразий пред­
ставлений над данным полем К есть свободная и изолированная полу­
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группа. Ее нормализатор Ко состоит из групповых финитарных многообра­
зий и пара (ffllo, Ко) свободна.

Многообразие X назовем локально ограниченным многообразием, если 
каждое конечно-порожденное представление из X конечномерно. При этом 
представление (Л, Г) конечно-порожденное, если Г имеет конечное чис­
ло образующих и А есть конечно-порожденный АТ-модуль.

Теорема 2. Совокупность 2И0 всех локально ограниченных много­
образий представлений есть свободная изолированная полугруппа. Ее 
нормализатор Ко состоит из локально-конечных групповых многообразий. 
Пара (ЗК0, Ко) свободна.

Групповое многообразие 0 назовем р-финитарным, если 0 порождает­
ся некоторым классом конечных р-групп. Здесь р — фиксированное про­
стое число. 0 называется многообразием лиевского типа, или, короче, 
Z-мпогообразием, если это многообразие порождается некоторым классом 
нильпотентных групп без кручения. Многообразие представлений X назо­
вем L-многообразием, если 3t порождается некоторым классом стабиль­
ных пар.

Теорема 3. Совокупность ШГ, всех L-многообразий представлений 
над данным К естъ свободная и изолированная полугруппа, и, следова­
тельно, пара (SK0, Ко) свободна. Если К — поле простой характеристики 
р, то нормализатор Э^о состоит из всех р-финитарных групповых многооб­
разий. Если K—Q — поле рациональных чисел, то Ко естъ совокупность 
всех групповых L-многообразий.

Доказательство последнего утверждения использует естественные свя­
зи между ^-многообразиями представлений групп и многообразиями пред­
ставлений лиевых алгебр. По-видимому, здесь удастся также освободить­
ся от условия K=Q и доказать соответствующее свойство для любого поля 
нулевой характеристики. Что касается других доказательств, то здесь 
учитывается предыдущий пункт и важную роль играет предложение, ко­
торое сейчас сформулируем.

Гомоморфизм представлений р: (А, Г)->(/Г, Г') называется правым 
гомоморфизмом, если р: А^-А' — изоморфизм. Класс представлений X на­
зовем насыщенным классом, если для каждой пары (Л, Г) из того, что не­
который правый гомоморфный образ этой пары принадлежит X, следует, 
что и сама {А, Г) принадлежит X. Легко понять, что произведение насы­
щенных классов представлений снова насыщенный класс. Через Var X 
обозначается многообразие, порожденное классом X.

Предложение 5. Отображение Х^ЧэлХ естъ эпиморфизм полу­
группы всех насыщенных классов пар на полугруппу многообразий.

Доказательство этого предложения использует технику треугольных 
произведений пар (3, 3). Оно доказано также С. М. Вовси.

В качестве следствия из теоремы 3 имеем, что все групповые Л-много- 
образия составляют свободную полугруппу. Подобные утверждения мож­
но вывести и из двух других теорем. Это, конечно, можно доказывать и 
непосредственно.

Как обычно, многообразие X называется копечпо-базируемым, если это 
многообразие может быть задано конечным числом битождеств. Легко 
доказать, что если 2Л0 — совокупность всех конечно-базируемых многооб­
разий, то есть свободная и изолированная полугруппа. Поэтому свобод­
на и пара (ЗЭТо, %) ■ Что касается нормализатора Ко, то оп пока не найден. 
Возможно, что Ко состоит лишь из единицы полугруппы К.

4. Целочисленный с л у ч а й. Здесь K=Z и пара (2И, К) опре­
деляется, как и в предыдущем пункте. Многообразие пар X над Z называ­
ется //-многообразием, если X порождается набором стабильных пар 
(А, Г), в которых А — абелева группа без кручения. Это понятие, очевид­
но, параллельно понята о группового L-мпогообразия.

Теорема 4. Совокупность всех L-многообразий представлений 
над кольцом целых чисел Z естъ полугруппа, изоморфоная подобной полу- 
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группе над Q. Нормализатор 9Ц полугруппы состоит из всех групповых 
L-многообразий и пара (2J?0, 31а) свободна.

Определяемые далее магнусовы многообразия представлений есть ча­
стный случай Л-многообразий и они параллельны магпусовым многообра­
зиям групп. Представление (А, Г) называется магпусовым, если нижний 
стабильный ряд в Л на первом предельном месте доходит до нуля и все 
факторы этого ряда являются свободными абелевыми группами. Многооб­
разие Ж магнусово, если магнусовы все свободные пары из S'. Для магну- 
совых многообразий представлений мы не имеем пока теоремы, подобной 
предыдущей теореме, и здесь можно лишь высказать гипотезу, что все та­
кие многообразия составляют полугруппу, что нормализатор этой полу­
группы совпадает с полугруппой групповых магнусовых многообразий и 
что соответствующая полугрупповая пара свободна.

Пусть, далее, 0 — многообразие групп. Через соО обозначается класс 
пар, определяемый правилом: (А, Г)еи0, если соответствующее точное 
представление (Л, Г) имеет действующую группу Г, принадлежащую 0. 
Кроме того через <г>70 обозначается класс пар (Л, Г) таких, что если 
(Л, Г) — соответствующая точная пара, то отвечающее этой паре полу- 
прямое произведение ЛХГ принадлежит 0. При любом 0 классы <о0 и со70 
являются многообразиями пар, причем <г>70 есть собственное подмногооб­
разие в <а0. Оба эти оператора со и со7 уже встречались, и они находят раз­
личные приложения.

Учитывая результаты работы (’*), легко доказать, что если 0 — магну­
сово групповое многообразие, то ®0 есть магнусово многообразие представ­
лений. По-видимому, здесь верно и обратное утверждение, однако доказа­
тельством его мы не располагаем. Кажется правдоподобной также гипоте­
за о том, что при любом магнусовом 0 многообразие coz0 также магнусово. 
Эта гипотеза подтверждается на некоторых частных случаях. Один из них 
следующий.

Теорема 5. Для каждого полинилъпотентного многообразия 0 мно­
гообразие представлений ш'0 является магпусовым многообразием.

Полинильпотентное групповое многообразие — это многообразие, яв­
ляющееся произведением нильпотентных многообразий типа 9Ц. Известно 
(5), что все такие многообразия магнусовы.

Доказательство теоремы 5 использует специальную технику. Применя­
ется следующее соотношение:

со/(0102) = (ы/01Х02)(о/02.
Рассмотрим, далее, отображение т, в известном смысле обратное отоб­

ражению со7. Пусть Ж — некоторое многообразие представлений над коль­
цом К. Через тЖ обозначим класс групп, определяемый следующим обра­
зом: ГетЖ, если Г=ИХ2, где (A, S) — некоторая точная пара в Ж. Пусть 
еще Ж обозначает класс групп, допускающих точное представление в мно­
гообразии Ж.

Предложение 6. Нри любом К и для любого многообразия пар X 
над К имеет место соотношение а(тЖ) =ЖУ'.

Здесь У — многообразие пар с тривиальным действием (битождество 
х°(г/—е)^0) и s — оператор взятия подгрупп. Класс Ж5'’ всегда является 
групповым квазимпогообразием, и многообразие, порожденное этим клас­
сом, есть ()ЖУ, Q — оператор взятия гомоморфных образов.

Предложение 7. Если при некоторых Ж и 0 имеет место 
Ж=со70, то выполняется также и Ж = со7(<2ЖУ3), и

Это предложение непосредственно следует из предыдущего.
Поступило 
6 IV 1974 
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