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Расчет термодинамических функций кристалла при условии, что равно­
весное состояние может быть описано каноническим распределением 
Гиббса, связан с вычислением интеграла состояния (1_6). В данной работе 
предложен метод, с помощью которого можно вычислить интеграл состоя­
ния для кристалла с учетом любой степени ангармонизма.

Зададим механическую систему функцией Гамильтона
Т)пТ}п

77 = -——- +Ф^(.. (1)
zm

где потенциальная энергия Ф.у зависит от координат частиц. Будем рас­
сматривать периодические структуры (*,в). При условии малости смеще­
ния частиц из положений равновесия потенциальную энергию можно взять 
в виде

1 о 1 °
Ф» — Фо "Ь ~~ + —— Ф jV

I 'J,
J=A; *=1,2,3; n=l,...,A. ;(2)

Термодинамически равновесное состояние кристалла будем описывать 
каноническим распределением Гиббса

ехр{—р0Я}, $0=(кТ0)~',
ZN = J ехр{—р0Я}<7Г; (3)

dV=dv,Jt.. . dvjtrdp.),... dpJN.

Интеграл состояния ZN зависит от двух термодинамических параметров 
системы: макроскопической температуры Т и однородной деформации е, 
с помощью которой можно перейти от старого базиса к новому путем пре­
образования

А = (/+е)А0, Йоя=Аей, Rn=Ron+vn, (4)
где 7, А и е — единичная матрица, матрица кристаллографического базиса 
и матрица тензора деформаций соответственно.

Свободную энергию определим через интеграл состояния (2, 5)

F=—kT In ZN. (5)
Рассмотрим состояние с отличным от нуля макроскопическим парамет­

ром То. Введем новые обозначения для силовых констант:
Фо = РоФо, Ф/71 = РоФ//п Ф/71/2=РоФ771/2; (6)

тогда получим следующее выражение для интеграла состояния:

ZN=(2mn^>0-i')N/2‘ехр{—Фо}^«; (7)

= J exp j dQ, (8)

dQ=dvj,... dvJtf. (9)
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Легко установить выражения для корреляционных функций по коорди-
натам:

д
——lnZN = —
5Ф/7,

д 1
—------lnZN = - — (10)
дФл,;2 2
-1 д2

_i д2 1
ZN _ _------ Zjs jV j3V j2Vj3V ,

•ЭФ//, d^>j2j3.Ti 2

Для определения интеграла состояния ZN воспользуемся уравнениями 
для моментов. Для этого уравнения движения 1

(И)
умножим на смещения и на скорости, затем возьмем операцию осреднения; 
тогда получим систему зацепляющихся уравнений для моментов

m<.Vjijty=m<.VjV.lt'> — ^jt]2<.v]Vj2') — xl2^jt]21Svj2vj2vJ'72
(12)

Если операция осреднения проведена по распределению (3), 
стема (12) перейдет в систему

0=——

тогда сп-

(13)

(14)

(15)

Благодаря свойству силовых констант (*)

Фу =ФУ , фад2 =—Фу13г,

можно установить равенства
<yi’!1Z7j’’2>=(py (п, —и2), 

при учете которых первое уравнение системы (13) примет вид

0 = Ф/7,<У31>,

т. е. в стационарном состоянии имеет место однородная деформация 

<ЩЯ> =АцП;.

Второе уравнение системы (13) с учетом определения (10) примет вид,

1 ~ dZx dZN _
X- 6 j j,ZN = —- ’ Ф/2/ + — Ф/г/,/.

Если ввести многомерные, в данном случае кубические, матрицы (’), 
тогда решение уравнения (16) будет иметь вид

Zn= | Ф/г/з/Н”Aj2j3j1S>j1j | "

Для определения Л/27/3/ имеем два условия:
1) '

2)

(16)

1/4 Ф I ~^г— I ф I ~~'^г
dZu dZN ж

дФ/л

(17)
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При увеличении температуры в разложении (2) нужно учитывать ан- 
гармонические члены следующего порядка: при нулевой температуре 
нужно учитывать нулевой член разложения Фо, при увеличении темпера­
туры — гармонический член и так далее. Из определения (10) и разложе­
ния (2) легко видеть, что вторая и третья корреляционные функции линей­
но зависят от температуры, четвертая и пятая корреляционные функции 
пропорциональны квадрату температуры и так далее. Если в разложении 
потенциальной энергии ФЛ сохранить следующий член разложения, тогда 
легко вывести формулы, аналогичные (10), из которых можно показать, 
что в этом приближении вторые, третьи и четвертые корреляции пропор­
циональны температуре; пятые, шестые, седьмые и восьмые корреляции 
пропорциональны второй степени температуры и так далее.

На состояние с температурой Т<, наложим однородную макроскопиче­
скую деформацию е, тогда новое состояние определяется макроскопиче­
скими параметрами Т, е. Пусть е и 0 являются малыми величинами 
71=7’о+0.

Для этого состояния свободную энергию можно построить в виде 
ряда (6) по степеням е и 0

F(T, е) =/?o+-f’r0+^'ijeij+1/2Етч0ещИ/ZFГ1.02+‘/^2FiiWeWEM+... (18)
Для коэффициентов разложения (18) имеем следующие выражения 

через интеграл состояния (3):
Л^ДЛ),

Ftj= kl qZn Zmj,

F им
(19)

Fr= - k hi Zx—k7\ZN Znt,

FTij— kZN ZNij+kT0ZN ZNT—kT0ZN ZNTij,

P TT=—2kZN ZN!-'rkTZN ZNT— gZN ZNIT

Для определения производных от интеграла состояния по макроскопи­
ческим параметрам Т, е воспользуемся теоремой о вириале (2,8). Введем 
новые переменные путем канонического преобразования

е=1+г, рР=£цР?, S’e^I. (20)
С учетом определения (3) и преобразования (20) получим искомые 

выражения
-1 „-1 „ / PinPin \ / <5ФлгZNij=Zs ZNte=I=^>(l/------- - \ Ро \ -

\ m / Xdq”

PW \/9Фк 
m / \ dqkn

zN-izNT=k^04H>,
ZN-lZNTT=-2k%s<H>+k2^<H2>,
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Из второго уравнения системы (13) следуют равенства

d®N 
dq” т /

Таким образом могут быть восстановлены все коэффициенты ряда раз­
ложения (18). Обычным путем могут быть получены все основные термо­
динамические равенства (6):

макроскопическое напряжение

тепловое расширение

е>3= V2 F TMF ukiQ, 

коэффициент теплового расширения
д т _ 1
—— &lj I‘i FTh.lFijkl i
dv

теплоемкость при постоянном объеме

Cv=—TFtt;
теплоемкость при постоянном давлении

Ср—cv ^I^TFpjjCCij’,

энтропия
S—So—FTTQ ^/zFth&h, So----- FT;

U0=F0—TS0-,

внутренняя энергия

U=Uo+l!2Fiikieijeki—i/&FTT FTiJ?ТмЪцЪм,
изотермические модули упругости

/~>И _ 7Д
ijkl ” ijkli

адиабатические модули упругости

С jjki=F цм—1 / tF TTFTijF Tki.
Итак, при учете любой степени энгармонизма можно построить свобод­

ную энергию (5) для макроскопического состояния с параметрами То и 
е=0. Интеграл состояния при этом можно выразить через многомерные 
матрицы (17). Для состояния, заданного макроскопическими параметрами 
температуры и деформации, свободную энергию можно построить в виде 
ряда (18). Коэффициенты этого ряда однозначно определяются корреля­
ционными функциями, которые удовлетворяют системе уравнений (13). 
t*.
Московский государственный университет Поступило
им. М. В. Ломоносова 10 VI 1974
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