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1. Пусть D — линейное дополняемое подпространство * банахова про­
странства В над полем R вещественных чисел. Пусть Р — проекция (т. е. 
идемпотентный линейный ограниченный оператор) из В на D. Если для 
любой другой проекции B-+D справедливо ЦРЛ^ЦРН, то говорят, что 
проекция Р минимальная. Настоящая заметка посвящена вопросу един­
ственности минимальных проекций, главным образом, с неединичной нор­
мой. (О единственности проекций с нормой, равной 1, см. (2,8, ,2).)

* Подпространства везде предполагаются замкнутыми. Термины, а также обозна­
чения классических пространств 1рп, 1Р, Кр<°°, пЭ=2, с0, встречающиеся в работе, 
следуют книге (‘).

Вопросы существования минимальных проекций с произвольной нормой 
изучались ранее (3_5). В частности, было установлено (4), что если 
D — рефлексивное (например, равномерно выпуклое) дополняемое подпро­
странство линейного нормированного пространства X, то существует мини­
мальная проекция из X на D.

Что касается вопроса единственности минимальных проекций с нееди­
ничной нормой (без каких-либо дополнительных ограничений на проек­
цию), то до настоящего времени была установлена единственность лишь 
для проекции Фурье и ее аналогов (см. (6,7), а также (8,9)).

2. Пусть D — подпространство в В. Если существует минимальная про­
екция Р из В на D и ||Р|| =р> 1, то подпространство D будем называть 
р-правильным (если р=1, то просто правильным). Обозначим через 
Цр<в. °)(7?, D), или кратко UP(O, D), множество всех минимальных проек­
ций из В на D. Если при этом множество UP(O, D) состоит лишь из одного 
элемента, то будем говорить, что пара (В, D) обладает свойством (ур), или 
единственности. Пусть S={x^B: ||z||=l}, 0 — нулевой элемент в В, 
U(Q, р)={х^В: ЦжЦ^р}. Для произвольных подпространств X и У из В 
будем обозначать через (X, У) = inf lk+p||/||x|| наклон (10) подпро-

xsx\[0],

странства X к У.
Теорема 2.1. Пусть D—р-правильное, р>1, равномерно выпуклое 

подпространство банахова пространства В.
Тогда для любых двух проекций Pi и Р2^%.Р(В, D) справедливо

(РГ1(0)>2-1(0))=О. (1)
Предположим противное, т. е. пусть существуют Pi, Р2еЦ’’(В, О) такие, 

что (Рг‘(0), Р2_1(0))>О. Рассмотрим проекцию Р3= ’А(Р1+Р2). В силу 
р-правильности D существует последовательность {гДс^А: lim||P(z(t) ||=р. 

А-»-со

В силу равномерной выпуклости D можно показать, что ||Pi (zfe) - Р2 (zft) || -»-0. А-*-со
С другой стороны, так как не выполняется условие (1), то 
ЦР1 (zA) —Р2 (zA) ||>£0>0 при всех достаточно больших к.

Следствие 2.1. Пусть D—р-правильное, р>1, равномерно выпуклое 
подпространство банахова пространства В такое, что codim 0=1.
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Тогда пара (B,D) обладает свойством (уР).
Для доказательства заметим, что по условию следствия для любой про­

екции Р: B-+D справедливо dim Р~1 (0) =1. Поэтому условие (1) означает, 
чтоРг1(0)=Р2“‘(О) ((10), теорема 12), т. е. что Р4=Р2.

Пример 2.1. Пусть М — подпространство в Zp, 1<р^2<°°, изометри­
чески не изоморфное 1Р и такое, что codim M=Y Тогда М не будет правиль­
ным в7Р подпространством (“). Учитывая равномерную выпуклость про­
странства Z.P, в силу следствия 2.1 заключаем, что пара (Zp, М) обладает 
свойством (уР1), где pi>l. (Можно показать, что р.^-2.)

Замечание 2.1. Нетрудно построить примеры, показывающие, что 
при р = 1 утверждение следствия 2.1 (как, впрочем, и теоремы 2.1) не вы­
полняется. Отметим также, что при р>1, codim 0=1, пара (Р, О) может 
обладать свойством (ур) и при этом О не будет равномерно выпуклым. На­
пример, рассмотрим в пространстве с<3) — пространстве троек чисел 
(al7 a2, а3), где a^R. Z=l, 2, 3, с естественно определенными векторными, 
операциями и нормой || (at, a2, a3) 11= max |at| подпространство О, натяну- 

1CZC3

тое на элементы #!= (1; 1; 0) и ж2=(0; 1; 1). Легко показать, что пара 
(с<3), О) обладает свойством (ур), где р=4/3, хотя D не строго нормировано 
(или, что в конечномерном случае эквивалентно, не равномерно выпукло).

3. Пусть X и У — подпространства в В. Если B=X+Y, ХЛУ=[0], то 
будем писать B=X®Y. Если при этом для любых х^Х, y^Y справедливо 
либо ||z+ г/Ир = ||ж||р+1|у||р, ls£p<°°, либо Цж+у|| =тах{||ж||, ||у||}, то будем 

писать соответственно B=X®Y, и B=X®Y.
Через В*  обозначим множество всех линейных непрерывных функцио­

налов на В. Пусть SB' = {y^B": ||у||=1}. Если элемент ;ге/?\[0], то 
А (х) = f(x) =||хII}. Через Р будем обозначать подпространство глад­
кости в точке х, т. е. 7х={уеВ: существует §(ж, у) = lim Z-‘(||;r+Zi/|| — ||х)|)Е 

t->0

Для произвольной последовательности элементов {ж<} из В будем обозна­
чать через [х,, х2,..., х^ . . .] наименьшее подпространство, содержащее 
{Х{}. Легко проверяется следующее

Предложение 3.1. Пусть D и К—подпространства банахова 
пространства В, D^K^B. Пусть К — правильное подпространство в В, 
Тогда-.

1°) Если D — р-правилъное, р2?1, в В, то D — р-правилъное и в К. При 
этом, если P^VY(B, D), то Р | KeUp (К, D).

2°) Если D — р-правилъное, р^1, в К, то D — р-правилъное и в В. При 
этом, если Р^х (К, D), (В, К), то Р2=РР^]1Р (В, D).

3°) Если пара {В, D) обладает свойством (ц?), р2?1, то и пара (К, D) 
обладает свойством (^р).

4"J Если пара (К, D) обладает свойством р>1, а пара (В, К) не 
обладает свойством (7,) и при этом хотя бы две проекции Pt, P2eU*  (В, К), 
Р,^Р, таковы, что Р2~1 (б)^Р-1 (0) ®Pi_1 (0), где P^VLP(K, D), то пара 
(В, D) не обладает свойством .

Z1

Следствие 3.1. Пусть банахово пространство В=К®М, 
Пусть D — дополняемое подпространство в К такое, что пара (К, D) обла­
дает свойством (уР), где рЭИ.

Тогда подпространство D будет р-правилъным в В, но пара (В, D) не 
обладает свойством (у₽).

Следствие 3.2. Пусть D — р-правилъное, р>1, равномерно выпуклое 
подпространство сепарабельного банахова пространства В такое, что 
codim D=n, rtSA.

Тогда существует подпространство К'. D^K^B, codim О|к = 1, и пара 
{К, D) обладает свойством (7Д.
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Справедливость этого следствия вытекает из предложения 1 работы (13), 
а также из предложения 3.1 и следствия 2.1.

h
Пример 3.1. Пусть В=1Р3®Х, где 2^=р>1, а X — произвольное бана­

хово пространство. Пусть {e;}i=i — канонический базис в 1Р3. Пусть 
Z>=[ei+e2, е2+е3]. Тогда D будет /^-правильным в В, где l<pt (14). При 
этом в силу следствий 2.1 и 3.1 пара (lp3, D) будет, а пара (5, D) не будет 
обладать свойством (7Р1).

В связи с примером 3.1 заметим, что если D — р-правильное подпрост­
ранство произвольного банахова пространства и 2<dimZ)<oo, то, в силу 
неравенства (5) из (15),

ls£ps£(dimZ))1/2, (3)
а при dim D=2, в силу известного неравенства Асплунда, 1=^р=^'7,3. Значит, 
в примере 3.1 pi=£4/3.

Пусть Р — проекция из В на подпространство D. Обозначим через 
critP={ZeS: ||P(z)|| = ||P|l}. 1

Теорема 3.1. Пусть D и К — соответственно р пуавильное, р>1, и 
правильное подпространства банахова пространства В, D~K'-B. Пусть 
пара (К, D) обладает свойством (уР). Пара (В, D) обладает свойством (ур), 
если проекция Р^]ХР (К, D) такова, что существуют T^cwtP, Т=ф, и 

.Ms= U (А(у)|в),
WSP(T)

1°°) М тотально на D.
2°°) Для любого f^M функционал вида fP имеет единственное расшире­

ние на В, сохраняющее норму.
Отметим, что для выполнения условия 2°°) достаточно (16), чтобы для 

каждого ze'/’ выполнялось
K+JZ=B. (4)

!Р <‘о
Пример 3.2. Пусть Bt = Y®X, BS=Y®X, где 2=Ар>1, X — произволь­

ное банахово пространство, а У — либо 1Р3, р3>'1, либо с(3). Пусть D — под­
пространство в У, определенное в примере 3.1 (соответственно в замечании 
.2.1). Тогда для подпространств D и У, как можно проверить, выполнены 
условия теоремы 3.1 и, значит, пара (Bt, D), i=l, 2, обладает свойством 
(7р{), где pt— то же, что и в примере 3.1, а р2=4/3. В частности, если 
{eJi’Li —канонический базис в 1Р (соответственно в с0) и I,.,3 (с<3)) отож­
дествлено с [eb е2, е3], D — с [et+e3, е2+е3], а X — с [е4, е5, ев, . . .], то пара 
(Zp, D) (соответственно с0, D) обладает свойством (уР1) (соответствен­
но (Т/3)).

Отметим, кстати, что в качестве М из примера 2.1 можно было взять

Mt=D®[et, е5, е.6, . . .], где D=[et+e3, е2+е3].
Автор благодарит М. И. Кадеца и В. Н. Судакова за внимание к работе. 
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