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ОПУСЫ И БАНАХОВЫ РАССЛОЕНИЯ

(Представлено академиком А. И. Колмогоровым 24 VII 1974)

Пусть X — некоторое топологическое пространство (в дальнейшем все 
топологические пространства предполагаются хаусдорфовыми). Банахо­
вым расслоением над X будем называть локально-тривиальное расслоенное 
пространство ё-+Х, слоем которого служит банахово пространство Е над R 
или С, а структурной группой — группа GL (Е) автоморфизмов Е, причем 
функции перехода (*)

guv: (ППУ)ХХ-^(ГГПУ)Х£ 
имеют вид

guv' о, s)^(x, gurus'),

где guv: UrtV-^-GL(E') — непрерывное отображение. (Группа GL(E) снаб­
жается равномерной операторной топологией.)

Отображением банахова расслоения в банахово расслоение ё2 (с од­
ной и той же базой X) будем называть послойно линейное отображение /: 

которое в локальных картах задается непрерывной функцией со 
значениями в L^E^ Е2). (ТА и Е2 — слои ёА и ё2 соответственно, 
L (Е\, ЕТ) — банахово пространство всех линейных непрерывных операто­
ров, действующих из EY в Е2.) Такое отображение будем называть послой­
но расщепляющим, если для любого х<^Х индуцированное отображение сло­
ев fx: ё1х-^-ё2х является расщепляющим. (Это означает, что образ im/x — 
замкнутое п дополняемое подпространство в ё2х, а ядро ker/x — дополняе­
мое подпространство в ё 1Х).

Пусть Е — банахово пространство. Обозначим т(Е) банахово прост­
ранство всех последовательностей для которых конечна
норма

II £ II, „= sup II gill.

Если ё — банахово расслоение с компактной базой X, то имеет место 
изоморфизм расслоений (2)

ё®т(Е) ^т(Е').
Для краткости через Е мы обозначаем также тривиальное расслоение 

со слоем Ё; в нашем случае Е — слой ё.
Рассмотрим теперь категорию -А, объектами которой являются банахо­

вы расслоения с компактными базами (для объектов категории будем 
использовать обозначения вида (X, ё)). Морфизмами этой категории слу­
жат пары /=(<р, ф): (Х,ё) (Y, (V), где ср: X-*-У  — непрерывное отобра­
жение баз, а ф: ср*.У -+ё — отображение банаховых расслоений с общей 
базой (ср*̂  — обратный образ расслоения ST при отображении ср). Компо­
зиция морфизмов определяется равенством

(<pb in)°(<p2, ф2) = (Ср1°ср2, ф20ф2*  (ф1) ) •
Любой морфизм категории & представим в виде (ср, ф) =ф°ф, где ф= (ср, id), 
i|)=(id, ф).

Поставим в соответствие каждому объекту (X, ё) банахово простран­
ство Г(<§Г) сечений расслоения ё. Это соответствие определяет контрава- 

782



риантный функтор из категории Я в категорию банаховых пространств. 
В соответствии с дополнением 1 к книге (3) дадим

Определение. Пусть /: (X, S)->(Y, &~) — морфизм категории 
Непрерывный линейный оператор и: Г($>)->Т(#") называется линей­
ным опусом для /, если

Г(/)°ВоГ(/)=Г(/).

Оператор и будем называть линейным оператором продол­
жения (осреднения), если

r(/)»w=idr(8) (H°r(/)=idrm).

Замечание. Опусы, рассмотренные в (3), включаются в нашу схе­
му. Это опусы для морфизмов вида <р тривиальных одномерных расслоений.

1. Случай постоянной базы. Пусть задан морфизм

t=(id, ф): (Х,^)-(Х,£Г).

Для каждого х^Х положим (ср. (4))

Л(фх) = sup inf ||^ ||.

Мы считаем здесь, что нормы в слоях расслоений «о и выбраны непре­
рывно зависящими от х^-Х. Это всегда можно сделать с помощью разбие­
ния единицы. Положим

ЛСф) =sup &Сфх).
хеХ

Имеет место
Теорема 1. Пусть ф: — послойно расщепляющее отображе­

ние. Тогда следующие утверждения эквивалентны:
1) ф допускает линейный опус-,
2) /с(ф)<°°.
В случае, когда расслоения S и ТГ тривиальны, утверждение теоре­

мы 1 является простой переформулировкой основного результата (5). 
В общем случае из изоморфизма (1) следуют изоморфизмы

g®m(E®F)^m(E®F)^®m(E®F), (2)

где Е и F — слои расслоений <S и соответственно. Изоморфизмы (2) по­
зволяют свести доказательство к случаю тривиальных расслоений.

2. 3 а м е п а б а з ы. Рассмотрим теперь морфизмы вида

Ф=(ф, id): (X, Ф*̂ )->(У,  <У).

В этом случае имеет место следующая теорема, обобщающая предложе­
ние 2.8 (3).

Теорема 2. Следующие утверждения эквивалентны:
1) отображение <р: Х-^У допускает линейный опус (соответственно опе­

ратор продолжения, осреднения');
2) для некоторого <S морфизм вида ф=(<р, id) допускает линейный опус 

(соответственно оператор продолжения, осреднения);
3) для любого S морфизм вида ф=(ф, id) допускает линейный опус 

(соответственно оператор продолжения, осреднения).
Доказательство импликации 1)=>3) основано на предложении 

2.8 работы (3) и изоморфизма (1). Импликация 3) => 2) очевидна. Доказа­
тельство последней импликации 2)=*-  1) использует тот факт (6), что в лю­
бом бесконечномерном банаховом расслоении с компактной базой сущест­
вует тривиальное одномерное подрасслоение.

3. Из теорем 1, 2 и представления (ф, ф)=ф°ф вытекают следующие 
утверждения.

783



Предложение 1. Пусть ф: <p*SF-*-<S  — послойно расщепляющий мр- 
номорфизм. Если ф: X-+Y допускает линейный опус {оператор осредне­
ния), то морфизм (ф, ф) допускает линейный опус {оператор осреднения).

* а0 действует по формуле о°: h{t)-+h(axt), где t<^ (r[*Z) ,~7' и fee (ф*У)х—С(Т).
** Напомним (см., например (3)), что банахово пространство Е принадлежит 

{Ф'Т), если для любого (сепарабельного) банахова пространства F и для любого изо­
метрического вложения и: E^-F существует проектор в F на иЕ нормы

Предложение 2. Пусть ср: X^>-Y допускает линейный оператор про­
должения, Если ф: — послойно расщепляющее отображение и
Zc(ip) <о°, то морфизм (ф, ф) допускает линейный опус. Если при этом гр — 
эпиморфизм, то (ф, гр) допускает линейный оператор продолжения.

Замечание. Если гр — эпиморфизм, то автоматически /с(ф)<°°
(см. (4)).

4. Пусть Z-+Y— локально-тривиальное компактное расслоенное про­
странство со слоем У. Группа Aut(7') гомеоморфизмов Т действует на про­
странстве С{Т) непрерывных функций левыми сдвигами: {g°f) (t) =f(g~'t'). 
Таким образом, с расслоением 7->У естественным образом ассоциируется 
банахово расслоение ~^Y со слоем С{Т). Функциями перехода этого рас­
слоения служат функции перехода gu расслоения Z-*-Y.  Заметим, что Г (У) 
канонически изоморфно пространству С {Z).

Пусть теперь задано отображение компактных расслоенных пространств

ТУ—-Z

Обозначим через ё банахово расслоение со слоем С {S) {S — слой W), 
ассоциированное с расслоением W. Отображение (ф, о) индуцирует мор­
физм (ф, о°): (X, <У)-»-(У, И~) категории ё. * При этом морфизм (ф, о0) 
допускает опус тогда и только тогда, когда о допускает опус (в смысле (3)).

Теперь предложения 1 и 2 дают следующее утверждение.
Теорема .3. 1) Пусть ф: X->-Y допускает линейный опус {оператор 

осреднения) и пусть для любого хс=.Х отображение <зх: W^Z^) допускает 
линейный оператор осреднения. Тогда о: W-^Z допускает линейный опус 
{оператор осреднения).

2) Пусть ф допускает линейный оператор продолжения, сц допускает 
линейный опус для всех хеХ и к{о°) <°°. Тогда о допускает линейный опус. 
Если же для всех х^Х отображение ох допускает линейный оператор про­
должения, то и о допускает линейный оператор продолжения.

5. В качестве еще одного приложения результатов и. 2 обсудим вопрос 
о принадлежности пространства С{Z) (Z — компактное расслоенное про­
странство с базой У и слоем Т) к классам **

Обозначим через У банахово расслоение с базой У и слоем С{Т), ассо­
циированное с расслоением Z (см. п. 3). Имеет место' изоморфизм 
Г (У) ж. С {Z). Более того, нетрудно показать, что этот изоморфизм является 
изометрическим при естественном выборе нормы в Г (У). Пусть 
фг: У — эпиморфизм Глисона (см. (’)), т. е. неприводимый эпимор­
физм экстремально несвязного (8) компакта Gr на У. Тогда существуют 
такие тривиальное банахово расслоение ё 7~-=GyXC(S'), где S экстремально 
несвязно, и морфизм /z: {GY, &z)->~{Y, ST) категории & вида /2=(фг, ф), 
что Г(/г): Г (У) ->Т {ё z) — изометрический мономорфизм и Г(У) =C{Z) 
принадлежит классу У тогда и только тогда, когда допускает линейный 
оператор осреднения нормы (Роль морфизма аналогична роли эпи­
морфизма Глисона (3). Конструкцию морфизма /z мы опускаем. Отметим 
только, что она основана на стабильной тривиальности банаховых расслое­
ний. На самом деле пространство S имеет вид GTXA, где А — конечное мно-. 
жество.)
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Справедлива следующая
Теорема 4. Если C(Y) и С (71) то С (Z)
Рассмотрим теперь вопрос о принадлежности С (Z) классам 5s/. Пусть 

С(У) е.З3/ и С (У) Имеем изоморфизм (э) С (У) —С (У) ^С. Кроме того, 
с —с0 (10) (с (с0) — пространство всех сходящихся (к нулю) последователь­
ностей). Поскольку GZ(co) стягиваема (и), то расслоение 3~ тривиально. 
Следовательно, С (Z) ^Г'(.У) ^с(с) (с(Е) — пространство всех сходящихся 
последовательностей элементов из Е). Нетрудно заметить, что с (с)—с. 
Тогда (9) C(Z) для некоторого у.
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