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К ТЕОРИИ ПРОСТРАНСТВ STpL(Rn)

(Представлено академиком С. М. Никольским 31 V 1971)

Пространства <$/£(/?„), г=(гъ г2, .... г„) г^О, с доминирующей сме­
шанной производной были исследованы II. И. Лизоркиным и С. М. Ни­
кольским (‘). Для этих пространств в (') были доказаны теоремы вложе­
ния, продолжения п теорема об интегральном представлении функций.

Ниже пространства SPrL(R„) определяются для любых действительных 
значепий г п для них формулируется ряд теорем.

1. Пусть x=(xi,..., Введем в пространстве S Л. Шварца си­
стему норм {IIсрIIг}, где

JXj —оператор оесселева интегрирования порядка — г, по переменной ар; 
числа г; принимают любые действительные значения.

Определение 1. Пространством SprL(Rn), 1<р<о°, г,— 
любые действительные числа, называется пополнение пространства S(А„) 
по норме || • ||г.

Замечания. I) Sp°L(,Rn') =Lp(Rn). 2) Если то Sp'L(R„)c
<=SPpL(R„').

Теорема 1. Если j(x')ezSjL(Rn'), 1<р<°°, —оо<г,<о°, i=l,..., п, 
то f представим в виде

/ = П
i=l

где <f^Lp(Rr:). Это представление является характеристическим, т. е. из 
него следует, что f^SprL(Rn)u норма ||/|1г эквивалентна норме ||<p||LP.

Следствие. При г>0 пространства SprL(R,t) совпадают с простран­
ствами, исследованными в (').

Обозначим через X* пространство, сопряженное банахову простран­
ству X.

Теорема 2. uS',rL(I5„))’- 5, rL (A,. j при любом действительном г, 
l/p+i/q=A.

2. Пусть Sp*(7?„) —пространство обобщенных функций, регулярных в 
смысле LP(R„) (2). Можно доказать, что Sp*(Rn)=[)Sp',L(R„), где {гД — k
произвольная последовательнссть действительных векторов таких, что 
Tjh-c—°° для всех /.

Пусть для каждого г = 1, 2, ..., п число г, таково, что ]^SPpL(R^) при 
pi<r; и некоторых р_. Дж, и j^StTL(Rp), если p<>rz. Обозначим множество 
таких функций через 8',,ГА(/<’„). Если ]^SPL(R.,) для некоторого i при лю­
бом Г;, ТО

Т е о р е м а 3. Множества S,,TL (/?„) обладают следующими свойствами:
1) S, ~L (7Д) C\SPPL (Rn) =0 при р#=г;

2)
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3) Sp* (Rn) = USpTL(Rn), где числа г,- пробегают все действительные зна- 
Г

чения (/=1, 2,. .., п) и значение +°°.
Определение 2. Порядком гладкости г(f) регулярной в 

смысле Lp обобщенной функции / назовем индекс того множества S^HR,,), 
которому она принадлежит: г (/) =г. Число гх. (/) =п, /=1,..., п, будем на­
зывать порядком гладкости f по переменной х>.

Таким образом, порядок г([) характеризует свойства гладкости функ­
ций из Sp* (7?п).

Теорема 4. Пусть r(f)=r. Тогда-.
п

а) г (П -^-/) = г + q, q = («ь • • • > ’?«);
5=1

б) Г(^~^)=Р’ где Pi=7’i-iI пРи i*f,

в) если r(g)=—p, r^pi и 7?i=min[rt, pj, то r(/+g)=R, R=(7?1) ..., 2?n). 
Теорема 4 позволяет получать оценки гладкости решений некоторых ли­

нейных дифференциальных уравнений с частными производными. Рассмот­
рим, например, уравнение

' dx*dy2~'drf~~dtf + A'd^ В~д^+

ди ди
^Jx-4v-^u + А —- + В—- + (С-1) u=f,

дх оу
где А, В, С — постоянные. Пусть r(f(x, y)) = (ri, 7'2); тогда если u^SP'(R-T), 
то г (и) = (п+2, г2+2) .

Замечание. Порядок rx- (f) в некотором смысле аналогичен цело­
численному порядку сингулярности обобщенной функции по части пере­
менных (взятому с противоположным знаком), введенному в (3) для про­
странства О* и в (4) — для S*.

3. Для пространства SrrL(Rn) справедливы теоремы вложения и про­
должения, доказанные для г>0 в (*).

Теорема 5 (вложения), a) SpTL(Rn) ^■SppL(Rn), если n>pj, 
i=l,..., п;

б) SpL(Rn) -+SAL(Rn), если р,=г—(1/р—1/g), j=l, 2, ..., п, д>р>1. 
В общем случае функции из SprL{Rn') являются обобщенными. Поэто­

му при исследовании свойств функций на гиперплоскостях различных раз­
мерностей нужно использовать понятие следа обобщенной функции, вве­
денное С. М. Никольским (2).

Теорема 6. Если f(x}^SpL(Rn), 1<р<<», г3>1/р, при i=m+l, ... ,п, 
то f(x} имеет след на почти любом подпространстве Rm={x^Rn: xm+i,... 
..., х„ фиксированы}.

Теорема 5'. SpTL(Rn) -^Sp!'L(Rrn) при условии ъ>1/р, i=m+i, ..., и, 
где р=(п,... ,rm).

Теорема о продолжении функций из S/L (/?„), доказанная в (‘) для 
г>0, переносится на случай произвольных действительных г без всяких 
изменений.
Вычислительный центр Поступило
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