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Пусть к — квазилокальное поле (14), А — абелево многообразие над к, 
/Г — группа ^-рациональных точек А, л4(Аа) — фундаментальная группа 
(5) проалгсбраической (5, 7) группы А&, Н1(к, А) — группа главных одно­
родных пространств над А, р>0 — характеристика поля вычетов поля к.

В работе (‘) И. Р. Шафаревич (и независимо, в несколько иных терми­
нах А. П. Огг (2)) установил существование невырожденного спаривания

И1 (к, A)Xni(Ah)-+Q/Z (PS)
р

(индекс р внизу означает: по модулю p-компонент соответствующих 
групп) и поставил вопрос о его продолжении с сохранением невырожден­
ности на основные р-компоненты.

Затем А. Нерон (8) показал, что если А — эллиптическая кривая типа 
(с) над к, то ЕЕ (к, А)=0, дав тем самым отрицательный ответ на указан­
ный выше вопрос. Оказалось, однако (9, 12), что этот результат А. Нерона 
ошибочен.

Цель настоящей работы — доказательство следующего утверждения.
Теорема. Если А — эллиптическая кривая над к, изоморфная над 

некоторым конечным расширением Галуа поля к кривой типа (I) — (II) 
(“), то существует невырожденное спаривание

ЕЕ (k, A) X ЛЦАЦД (2/Z,

продолжающее естественным образом спаривание PS.
Замечания. 1) Предложенный способ продолжения спаривания 

PS действует и для соответствующих абелевых многообразий произвольной 
размерности; пеясно пока, как доказать в этой ситуации невырожденность.

2) Предложенный способ продолжения спаривания PS не действует, 
папример, в эллиптических кривых типа (III) над к (").

Переходим к наброску доказательства теоремы.
Пусть Ьг, — кольцо целых к, Uh — группа единиц к, I/к — конечное 

расширение Галуа, g=Gal(Z/A). Если X — g-модуль, то Нп($, X), n^Z, — 
тэйтовскпе когомологии g с коэффициентами в X. Для эллиптической кри­
вой А над к Div0(A) — группа дивизоров нулевой степени на Л и 
2 : Div0(A)-*A — гомоморфизм, индуцируемый сложением па А.

1. Пусть А — кривая типа (I) над к

у2=х3+ах+Ь, аф^Ьк, 4a3+27b2^Uk-

Пусть а — редукция точки а для точки а^А и пусть В — редукция 
дивизора В для дивизора Z)eDivo(A) в естественно понимаемом смысле.

Определяем спаривание

НЦд.АгЖ Я"1 (д, Аг) —> Я1 (g,Hz),
сопоставляя классу ЯЦд, Аг), представителем которого является коцикл 
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/(о), oeg, и классу Я~‘ (g, At), представителем которого является элемент 
ai^Ai, класс Я1(д, Ui), представителем которого является коцикл, значе­
ние которого в оед есть

[п /н{Fн,
•;=д >

где F(g), osg и 91;— такие элементы Div0(4), что носители SuppF(o), 
aeg, Supp 9l; дивизоров F(o), o^g, и 51г соответственно лежат в Аг,

SuppF(o) OSuppSl^^, (jeg,

2(F(o))=/(o), oeg, 2(Яг)=аг.

G<,;, — функция на А с дивизором оГ(т) — F(or) +F(o), о, rsg, II — функ­
ция на А с дивизором 2)т21г.

Основу спаривания ps представляет, конечно, ограничение на Ut спари­
вания Д. К. Фаддеева (3) — С. Лэнга (4).

Естественные изоморфизмы (и,6)

Я-‘(д, 4г)-^Я’(д, Я1(Л)), НЧ& Ui)^IF(& ^-(П,))

вместе с канонической (6) инъекцией

O^IF^nAUA^Q/Z
определяют индуцированное спариванием ps спаривание

Sh:#‘(g, Лг)ХЯ’(д, ni(At))-Q/Z,

которое очевидным образом определяет спаривание Я
Доказательство невырожденности спаривания S использует прямое вы­

числение спаривания ps для простых циклических расширений на основе 
вычислений (14) (на этом же пути можно выяснить соотношение между 
спариваниями S и PS), аналог тэйтовской редукционной диаграммы для ба­
шен конечных расширений к (,0) и тривиальность универсальных 
норм (13).

2. Пусть А — кривая типа (II) над к
у2=(ж—e)2(z+2e)+6is, s^Z, s>l,

где е, 6^7/,,, t — простой элемент к. В этом случае действует та же схема, 
что и для кривых типа (I), но вместо Я_1(д, 4г) нужно рассматривать 
Я-‘(д, 4г°), где 4г°— связная компонента проалгебраической груп­
пы (5) Ai.

3. Пусть, например, А — кривая типа (сДнад к (’)

y'~—x3+tar+tE, E<^Uk,

изоморфная над l=k(t'/s) кривой типа (I) над к. Определяем

Sa(A) (a, Р)='/6 §i(4) (res a, £), А),

res: Я1 (/с, A)-+FF(l, 4),

и редуцируем доказательство невырожденности спаривания ЯД4) к из­
вестной уже невырожденности спаривания 5г(4).

4. Для кривой 4 типа (II) вад к группа Н'(к, 4) изоморфна (il) груп­
пе характеров по Понтрягину группы Галуа максимального абелевого рас­
ширения к. Спаривание Sk дает в этом случае повый подход к построению 
изоморфизма взаимности Серра (6).
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