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В этой заметке описывается подкласс G класса F' бпкатегорий, рас­
смотренного Д. А. Райковым в (8), образованный аддитивными категория­
ми, и класс точных G-бикатегорий.

Класс G содержит все бикатегорпи (®, Сок, М), где ® — локально-ма­
лая (л.м.) полуабелева категория (’), а Сок и М — соответственно классы 
всех коядер и мономорфизмов в ®. В класс G (или дуальный к нему класс 
G*) входят такие категории (с очевидной бикатегорной структурой) как 
категория всех проективных модулей над наследственным кольцом, кате­
гория всех плоских модулей над кольцом, имеющим слабую глобальную 
размерность 0 или 1, и т. и. Вообще, если ® — (полная) подкатегория л.м. 
абелевой категории 81, замкнутая относительно произведений и подобъек­
тов, то (6, CTCok, 6FW) — (точная) G-бикатегория. Оказывается, что 
класс (точных) G-бикатегорий этим и исчерпывается. Неточные G (или 
G*-)-бикатегории часто встречаются в коммутативной топологической ал­
гебре (см., например, (2)).

Основным результатом настоящей работы является построение функ­
тора вложения G-бикатегорип в л.м. абелеву категорию. Этот функтор в 
определяемом ниже смысле точен и в случае точпой G-бикатегории вполне 
уппвалентеп, что отличает его от функторов вложения аддитивных кате­
горий в абелевы у Фрейда (9) и Эйдельмана (‘), где одно из этих свойств 
может отсутствовать. Описывается также класс II категорий с инволюци­
ей (6), связанный с классом G, подобно тому как связан класс бпкатего­
рий F' с классом категорий соответствий G в (8).

I. Класс G образуют все бикатегорпи (®, ®, 2R), удовлетворяющие ак­
сиомам G1—G3;

G1. Категория ® аддитивна и каждый морфизм в пей обладает ядром.
G2. S — локально SR-малая категория, т. е. класс SR-подобъектов каж­

дого объекта есть множество.
G3. Если квадрат

е (*)

декартов и ее®, то £е®.
G-бикатегория (®, ®, 2)?) называется точной, если всякий моно из К 

есть изо. В этом случае (®, Ш?) = (Сок, М).
Пусть (®/, ®„ 2?,)eG, z=l, 2. Функтор Ф: назовем точным, если

Ф(@1)с2®2 и Ф (ker a) =ker Ф (ос) для любого морфизма а. Если ®2 абеле­
ва, то назовем Ф точным справа, если из ее@ и p=kere следует, что 
Ф (е) =сок Ф (р,).

Класс II образуют все категории с инволюцией удовлетворяющие 
аксиомам НО—Н1 (обозначения см. в (6) пли (8)). Морфизм / из $ назы­
вается собственным, если и Л7=>1. Собственные морфизмы образу­
ют в Л полную подкатегорию Р(&).

ИО. В А' имеется квазинулевой объект 0.
Я1(=С1 (8)). a) /*/=>!; б) J/=©=^//*c=l.
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H2(<=C3 (s)). Jf=Jg, Df=Q, f<^g=>f=g.
H3(<=K2b (6)).Jf<=Jg, Bf=Q=>ff*g=g.
Нб'-^К'За (6)). Каждый морфизм ие^?(0, X) представим в виде Bp, 

где р — собственный морфизм с Вр=(о.
Укажем несколько предложений, вытекающих из НО—Н4.
П\. Если Df=Q и Dg=Q, то:
а) /Л=/, j С Di.
б) Jf^Kg^J(gf)=Jg-,
в) g/=(/g)Q4^-B/<=7fg.
772. ф=/>(й‘) — категория с нулевым объектом 0.
773(=7^1 (8)). Каждый морфизм в $ обладает ядром, каждое ядро обла­

дает коядром.
П^(=Р2 (3)). В каноническом разложении а=рсоккета р — собствен­

ный морфизм II Вр=<в.
775 а) ф — коядро в Э*^7?ф=52;
б) р=кет а<*Л'р=ю, Вр=Ва для любых р,а £
Последовательность ...——>-... будем, следуя (8), называть квази- 

точпой в Л, если Ва=Лф, и квазиточной, если опа точна в каждой внут­
ренней вершипе.

n&{=F^t (8)). В коммутативной диаграмме в $ с точными строками
0 -> -> -> 0

II ! i И о —> > —> о
I — изоморфизм.

Если в ф точны последовательности
•(Л ф 

O-^M^X-^F^O

II ФР — ИЗО, ТО II — изо.
Но. В J? (X, Y) при любых X и Y каждая пара морфизмов (/, g) обла­

дает верхней гранью fOg.
776 (ср. СЪ (8)). fglHgo^ffg^ для любых X, Y, Z, f^$(X, У) и 

gi, g2^®(Y, Z).
HI (ср. Лбб С)). Для каждой пары объектов (Ли Л2) существуют 

объект S п морфизмы хд Аг+S, i=l, 2, из $ такие, что х1+х2=аио* и 7?XiU 
UAx2=Q.

S есть сумма АСА2 в ф с инъекциями хь х2.
7Z9. Категория ф аддитивна. Если 7?e=Q и квадрат (*) декартов в ф, 

то 7?^=Q.
Т е о р о м а 1. (ф, Сок, М) — точная G-бикатегория.
Для каждой (т-бикатегорип (@, @, Ф?) так же, как в (8), строим ка­

тегорию соответствий S3. Будем ее обозначать V (S, 6, 2)?), или V (S), если 
(®, SR) = (Cok, М).

Теорема 2 (ср. с теоремой 5 из (8)). Ф=У (S, б, Ф?) есть категория с 
инволюцией класса Н. Функтор графического вложения индуцирует
точный унивалентный функтор Г: @^-Р(Ф) такой, что Г (а) —изо тогда и 
только тогда, когда аебЛТИ.

Заметим, что Т’(Ф) эквивалентна категории правых частных 
@ ([6IW]_*) в смысле Габриэля и Цисмана (3).

Теорема 3 (ср. с теоремой 3 из (8)). Пусть Каждый J-функ-
тор Т: индуцирует точный функтор I: Р (3?)-»-Р (&') и каждый точ­
ный функтор t: P(&)->~P(.ft') единственным образом продолжается до 
J-функтора Т:

II. Пусть теперь $ — категория с инволюцией, удовлетворяющая аксио­
мам 7/0—Я 4 и условию (Е):

Каждый морфизм иеЯ'(0, X) представим в виде .77 для некоторого мор­
физма f с Bf=£2.
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Условие (Е) следует из аксиом НО—Н1. Построим точную категорию- 
Sl=A(J?). За ОЬ 51 примем класс собственных морфизмов р из $ с Ац=и. 
Для каждой пары X, peObSl положим St(Л-, р) = Ш, К р): Jf=Bp,
Df=Q, B/.-Ki}.

Композицию в 51 определим формулой (g, п, а) (/, X, р) = (g/, X, о). 
Пусть peObSl и морфизм f выбрап на основании (Е) так, что Bf^-Q и 
Jf=Bp; тогда 1Ц=/*/ не зависит от выбора / и с2/ц=(1ц, р, р) —единица 
объекта р в Я.

Т е о р е м а 4. Категория 51 точна и локально-мала.
Доказательство. Пусть р, XeObSl и p)eS((Z, р). Опи­

раясь на //4, выберем, v, geObSl так, чтобы Bv=Kj и B£,—Bf. Тогда (1Е, р, 
g) =cok3re5l(p, |) и (vlv, у, %) =кег5ге51(у, X), где у=¥*Л,еОЬ51. Для б= 
=В*рЕОЬ§1 имеем (|1В, б, p)=kercok5r, (lv, X, v) =cokker^ и ^"= 
=ker cok3r(^*/, v, 6)cokker^”, причем (£*/, v, 6)e5l(v, 6)—изомор­
физм в SI. ~

Для морфизма a: X-^Y из Sp=P(^') положим Л(а) = (а, их, ®y)e 
<s2l(wx, <Br).

Теорема 5. Л индуцирует вполне унивалентный функтор Л: $->?[.
Теорема 6. Если §.^П, то категория 51=А(^) абелева и функтор 

Л: SP^-51 вполне унивалентен и точен.
Таким образом, для любой бикатегории (@, (S, 2R) имеем точный функ­

тор А: ®->51, где 5(=А(У(®, ®, £й)), равный композиции ®->Р(У(®, @, 
SJi)) ->51. Л вполне унивалентен, если и только если (®, <5, 2Л) — точная 
G-бикатегория. Отсюда, класс (точных) G-бикатегорий совпадает с клас­
сом (полпых) подкатегорий л.м. абелевых категорий, замкнутых относи­
тельно конечных сумм и подобъектов, при наделении их канонической 
бикатегорной структурой.

Если 8 абелева категория, то категория А(Е(§)) эквивалентна 5.
Теорема 7. Для .любого точного справа функтора Ф: @->^, где (®, (5, 

£й)еб, а категория абелева, существует и единствен точный справа функ­
тор Т: А (V(®, (5, £07)) ->??, для которого ЧГД=Ф.

Теорема 8. Если (@„ (&, i=l, 2, и функтор Ф: @i->@2 точен,
то существует и единствен точный функтор Дг: А (V(®b S3li)) ->

(У (@2, @2, Э12), для которого ЧГЛ1=Л2Ф.
Теорема 8 показывает, что «категория» л.м. абелевых категорий реф­

лексивна в «категории» G-бикатегорий и точных функторов.
Укажем в заключение два приложения, основанные на следующем ут­

верждении.
Теорема 9. Пусть ®— л.м. полуабелева категория и 51=(А(У(®)), 

тогда точный слева функтор Л: ®->51 обладает тем свойством, что последо­
вательность Q-^A-^-B-^C-^O точна в ®, если и только если последователь­
ность 0->Д (А) -> Д (В) ->А (С) ->0 точна в 51.

Если теперь U — полуабелева категория с достаточным количеством 
инъективных объектов, 'Н: U^®— точный слева фупктор и последова­
тельность

0^А->У->7->0 (1)

точна в U, то так же, как в (5), имеем точную последовательность в 51 для 
производных функторов функтора ® = A4r: U->51:

0->Ф(Х)^Ф(Т)^Ф(^)-Ф1(Х)^Ф’(У)-> ...

Для точности последовательности
О^ЧГ(Х)^ЧГ (У)-447)^0 (2)

в ® достаточно (и необходимо при Ф‘(У) =0), чтобы Ф‘(Х) =0.
Пример 1. U=TC — категория счетных обратных спектров над кате­

горией ТС локально-выпуклых пространств (л.в.п.) (4), ®=7’С, Т : U-*
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— функтор проективного предела. Чтобы для точной последовательно­
сти обратных спектров (1) была точна последовательность (2) их преде­
лов, достаточно, чтобы Ф‘(Х)=0. Заметим, что Рго*(Х)=0 (4) следует из 
Ф'(Х)=0.

Пример 2. VL=TC, ©— категория векторных пространств с борноло- 
гией (в.п.б.), Ч7: 11-*© — функтор, ставящий в соответствие л.в.и. X в.п.б. 
Чг (X), где Ч7 (X) и X совпадают как векторные пространства, а борноло- 
гия в 4f (X) образована всеми ограниченными множествами в л.в.п. X. 
Для Х^ТС из Ф*(Х)=0 следует, что для любой точной последовательно­
сти (1) в ТС всякое ограниченное множество в Z есть образ ограниченно­
го множества из Y.

Выражаю глубокую благодарность Д. А. Райкову за постоянное вни­
мание к работе.
Московский государственный педагогический институт Поступило
им. В. И. Ленина 27 IV 1974
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