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Пусть дане дифференциальное уравнение
дю д 1 / д д \Lw=~—+A(z)w+B{z')w, — = — (— +i— ), (1)
oz dz 2 \ дх ду /

являющееся комплексной записью эллиптической системы вещественных 
уравнений вида

ди ди
—— - — +а(х, у) и+Ъ{х, у) v=f (х,у),
дх ду

— + —— +с (ж, у) u+d (х, у) v=g (х, у).
ду дх

Теория уравнений вида (1) с коэффициентами из Lp, р>2, построена 
в работах И. Н. Векуа и изложена в его книге (*). Уравнения вида (1) 
изучались также и в работах Н. Теодореску (2) и Л. Берса (3).

Ниже мы установим некоторые основные свойства решений уравнения 
(1) с коэффициентами A(z), 7?(z), F(z), принадлежащими классам
О. В. Бесова Bfll(G), 1<р<2, а=(2—р)/р, G--ограниченная область с 
границей Г, допускающей производную, непрерывную по Гёльдеру с пока­
зателем а', 0<а<а'<1. Заметим (4), что Bp,i (G) <=zL2(G) ддя 1<р<2, 
a=(2—p)/p,HoB/.al(G')c£L1,’(G) при любом//>2.

Для рассматриваемых ниже классов справедливы следующие предло­
жения:

1°. Имеют место соотношения В pt* (G) t(G) <=G(G) при 1<р<2,
сс— (2—р)/р, р'=2/а с соответствующими оценками норм.

Это следует из теорем вложения (5,6) для В-классов.
2°. Если /(z) и g(z) — произвольные функции соответственно из клас­

сов Bp:1(G) и Bp':1(G), 1 < р<()2,а ■= (2 — р) /р, р = 2/а, то f{z)-g(z)<= 
^Bptl(G) и \\fg\\ a < К а -ligLa где К — положительная

Р,1' ' //д'- *
постоянная, не зависящая от fug.

Учитывая замечание и предложение 1°, нетрудно получить неравен­
ства

ll/g II L Р (G)^= ll/ll 1.2(G) ■ IlgILp. (G),
(2) 

llA„(/g) Lp (G)^ll/lUo-IIAng||Lp, (G)+suplgl -II An/Lp (G),
G

из которых следует справедливость предложения. Как легко видеть, пред­
ложение — окончательное в терминах рассматривамых классов,, т. е. на-
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пример, из того, что fg^Bp,i(G) для любой функции /<=5^1(С), 1<р<2, 
■а=(2-р))р, следует, что g^B^i (G), р'=2/а.

3". Для произвольных функций /(z) и g(z) из Bp'tl(G) а=(2—р)/р, 
р'—2/а, 1<р<2, имеет место fge=Bp, AG), и обратно, из того, что fgez 
^ВДДС) для любой функции ^Вм' ДС), следует, что g^Bp;\ i(G).

4е. В предложениях 2°, 3° всюду Врщ (G) можно заменить на B\>^(G). 
В этом нетрудно убедиться, учитывая предложение 1".

Будем говорить, что функция w(z) удовлетворяет уравнению (1) в 
окрестности точки z0, если в некоторой окрестности Go этой точки сущест­
вует div/dz^iBptl(Ga) и Lw=F почти везде в £?0. Если w(z) удовлетворя­
ет уравнению Lw=F в окрестности каждой точки области G, исключая, 
быть может, точки некоторого дискретного относительно G множества 
GF, то будем говорить, что w(z) является обобщенным решением уравне­
ния (1) в области G.

Множество Gw*, которое содержит лишь изолированные точки, вообще 
говоря, зависит от выбора zr(z). Если Gw* — пустое множество, то обоб­
щенное решение w(z) будем называть регулярным решением уравнения 
(1) в области G.

Если щ (z) — регулярное решение уравнения (1), то будем иметь (') 

w(z)-Pw=®(z)+TF, (3)

где Ф(г) — голоморфная в G функция,

Т!=-— P/=-Z(4/+S/).
G

Свойства оператора Tf в классах И Д' (G) и Вр,1ДП) исследованы в ра­
ботах (7, 8) автора. Таким образом, всякое регулярное решение уравнения 
(1) удовлетворяет интегральному уравнению (3), причем Ф(г) однознач­
но определяется по заданному решению w(z) уравнения Lw=F. Имеет 
место и обратное предложение: если для некоторой голоморфной в G 
функции Ф (z) интегральное уравнение (3) имеет своим решением функ­
цию zk(z), для которой Aw+Bw^Bp,!(G), то она будет удовлетворять 
также уравнению (1).

В силу предложений 2°, 4° и теоремы 1 из (8) следует, что в интеграль­
ном уравнении (3) Рю является линейным ограниченным оператором, пе­
реводящим ВрД (G) в себя.

Основная лемма. Пусть w (z) — обобщенное решение однородно­
го уравнения Lw=Q и

g(z) =
A(z)+B(z) w(z) 

w(,z) ’
A(z-)+B(z),

если w(z)=£Q, z^G,

если wfy—O, z^G.

При этих условиях функция
Ф (z) =zr (z) •е_"(г),

(4)

(5)
.где

co(z) = —Jf dx\^~Tg,
л z

является однозначной аналитической функцией в G, которая может иметт 
в G дискретное множество изолированных особых точек — полюсы и суще^ 
ственно особые точки.
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Доказательство. По определению обобщенного решения из тео­
ремы 3 работы (8) и предложения '1° следует, что w(z) ^В1^czBp^czC(G), 
1<р<2, a=(2— p)/p, p'=2Ja. При оком ограниченная в G функция 
w/ii’ = e“‘2,ip, следовательно, п е!<₽, cp=arg w (z), будет непрерывной в G всю­
ду, за исключением нулей функции w(z) (см. (9)). С другой стороны, так 
как w(z') = \w\e",^B(G), то легко видеть, что и \w\^Bp\ (G). Тогда, 
учитывая предложение 3°, имеем е<<геВрД (G) и, следовательно, = 

везде в G, за исключением нулей функции ir(z). Поэтому в силу 
(4) и предложения 2° получаем g(z) (G), следовательно, по теореме 

2 из (8) co(z) =—Tg'-=CGE). Пусть Gw‘— множество особенностей функции 
zf(z). Внутри открытого множества G—GA функция w(z), очевидно, яв­
ляется регулярным решением уравнения Lw=Q. Тогда для функции Ф(г), 
заданной равенством (5), имеем

=е_“ (— A w—Bw + wg),

откуда дФ/d'z— 0 почти везде в G—Gw\ т. е. Ф(г) голоморфна внутри 
G—Gw*. Так как Gw* содержит, по определению, только изолированные 
точки, то лемма доказана.

В частности, если w(z) — регулярное решение уравнения Lw=0 в об­
ласти G, то Ф (z) будет голоморфной в G.

Из формулы (5) видно, что множество нулей и множество особых то­
чек w(z) совпадают соответственно с множеством нулей и множеством 
полюсов и существенно особых точек аналитической функции Ф(г). От­
сюда следует, что если w(z) тождественно не равна нулю, то ее нули и 
полюсы изолированы, причем кратность нуля и порядок полюса являют­
ся целыми положительными числами и т. д. Вообще, из формулы (5) сле­
дует, что обобщенные решения уравнения Lw=Q с коэффициентами из 
-Spa(G), 1</><2, а=(2—р)/р, обладают свойствами обобщенных анали­
тических функций в смысле И. И. Векуа (*).

Если w(z) тождественно не обращается в нуль, то формулу (5) мож­
но записать в виде

w(z)=®(z)(6> 
где

Л \ . w(Z) ' Z

Используя формулу (6), можно распространить па обобщенные реше­
ния уравнения Lw=0 также многие известные граничные теоремы един­
ственности из теории аналитических функций (10).

В заключение автор, пользуясь случаем, выражает искреннюю благо­
дарность акад. И. Н. Векуа за постановку задачи и внимание к работе, 
чл.-корр. АН КазССР Т. И. Аманову за обсуждения результатов и полез­
ные советы.
Институт математики и механики Поступило
Академии наук КазССР 20 VII 1974
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