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1°. Известную теорему Саса (‘) о замкнутости системы {a:’7}!00, ReA,> 
> — V2, в Л2(0, 1), можно сформулировать и в такой форме:

Для замкнутости системы Пе/.,>0, в L2(0, +°°) необходимо 
со

и достаточно, чтобы Xi (1+|л;|2)-1 Re А,=+°°.
Позже Винер и Пэли (2) получили результат Саса, опираясь на свою 

знаменитую теорему об интегральном представлении класса Н2 аналити­
ческих в полуплоскости Re А,>0 функций.

Существенное обобщение указанной теоремы для классов <Ж[а; со], 
1/2<а<+°°, —1<со<1, аналитических в области угла

(1)

функций F (X), для которых

sup (2)

было установлено затем автором совместно с А. Е. Аветисяном.
Приведем формулировку этого результата, поскольку она служит ос­

новой для нашей заметки, посвященной установлению замкнутости неко­
торых общих систем функций, порожденных целыми функциями типа Мит- 
таг — Леффлера

(3)

Теорема Л*.  1) Класс 5^2[a; со], */ 2<cx<+°o, —1<со<+1, совпадает 
с множеством функций, представимых в виде

* См. (3), а также (*), теорема 7.7'.

(Х) = I Ер(—Хт1/Р; р)тц 1р(т)йт, ХеД(а), (4)

где
p=a/(2a—1), ц= (1+со+р)/(2р). (5)

2) Если F(Z)s5^2[a, со], то существуют граничные функции 
F{re±I'/{2a',)ran^L2(fi, +°°) и из (4) следует формула обращения

2лр ~,
-----------------/?(e-iW(2«mignI (eiU/2)slgni

почти для всех те (О, + °°).
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2°. Прежде чем сформулировать и наметить доказательство основного 
результата данной заметки, приведем некоторые леммы.

а) Лемма 1. При условии (5) для произвольной точки Л^А(а) и при 
любом целом

Е^' (—Хт1/Р; р) т“+',/р 1 е Ь2 (0, +°°), {—кх; р) ж“/2+;1 <= Lz (0, +°°).

Не останавливаясь на подробностях, отметим, что доказательство лем­
мы непосредственно следует из интегрального представления функции 
£₽(—X; р,) в области значений Ае А (а) (см. (4), лемма 3.4).

б) Пусть {лф1"еА(а)—произвольная последовательность комплекс­
ных чисел и пусть при данном к, 1=С/с<+°°, б\>1 означает кратность по­
явления кк на отрезке этой последовательности.

Л е м м а 2. Для аналитической в области А (а) функции

nn(X)=JJ
J=1

ка-к? 
ka-kia

(8)

справедлива оценка

1л„(Х)| ^ехр|-р(Х) 4еА(а), (9)

3=1

где р (X) >0 не зависит от п.
Лемма 3. При условии

00
V (1+|Х3|2а)-1 ReV=+°° (10)
J=i

бесконечное произведение

ха)=П
j--=i

а а г а/V /('J

v+V (11)х3,

сходится в области А (а), причем

&а(к)^0, 1^а(к)^1, кеА(Х). (12)

3°. Для данного со, —1<со<+1, обозначим через Л2, ш(0, +°°) множест­
во измеримых на (0, +°°) функций /(ж), для которых

4-00
J I/(ж) I2 ж“ dz< + °°.
о

(13)

Всюду ниже, вновь полагая, что 1/2<ос<+°о, {/.J^eA (а) и

р=а/(2а—1), р= (1+со+р)/(2р), —1<со<+1, (14)

введем в рассмотренные системы функций {ир(т; Aj)}^ и {ыр*(ж;
где

сор (т; к}) =Е1’т1'> (—Х3т1/₽; р) с8/~1 ’/р-‘

сор’(ж; Х3) =E,^rI) (—kjx; р)ж5г\ (15)
Заметим, что по лемме 1

сор(т; Л3)<=£2(0, +°о), иР* (ж; X,) ш (0, +°°), (16) 
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и в силу (14) легко видеть, что в соответствующих пространствах 
£2(о, п-оо) пли L,. ДО, +°°) паши системы замкнуты пли незамкнуты од­
новременно.

Теорема 1. Для аамннутости системы {<щ*фг,  A.,)}i" б 7>г,и(0, +°°) 
необходимо и достаточно выполнение условия

V, (l+lAjP)-1ReV-+^. (17)
J— 1

Наметим доказательство этой теоремы. Пусть для некоторой функции 
/0(x)sZ2, ДО, +°°)

j оДД; Д)хш/Дх)дх=0, 1й$/<+°°. (18)

Заметив, что в силу (14) к0(т)=/о(т1/₽)тц ‘е£2(0, +°°), из (15) заклю­
чаем, что равенства (18) могут быть записаны в виде

J сор(т; A,j) цо(т)йт=О, l^/<+o°. (19)
О

Поскольку щ(т)е£Д0, +°°), образуя интеграл

+ 00
Д(Х) = j/yj- /.т1/!’; ц)тц_1щ(т)а’т, Х^А(а), (20)

0

согласно теореме А будем иметь Fa (%) еЖ[а; со].
Отсюда в силу определения (15). нашей системы {ыр(т; \,)}i” и ра­

венств (19) получим 2^4 (h=) =0, Поэтому, легко видеть,
что

л.п_1 (А.)(1)s5^2[a, со]

и, следовательно, по теореме А

+ оо
л„ 1 (A)Fo(a)= (/?р(—%т1/р; ц)т!1_1г;п(т)(2т, ХеД(а), (21)

о

где кп(т)еЛ2(0, +°°).
Наконец, из (21), пользуясь оценкой (9) леммы 2, приходим к нера­

венствам

|F0(Z) !=<VQ(F0,A)exp |-р (А) }, АеД(а),

J--1
где

ф-00
Q(7ф, M(F0) j |7?р(-/.т1/р;ц)Н-1!2йт< + - 

согласно лемме 1. Отсюда, при условии (17) теоремы переходом к пределу 
при п-+ + ™ мы вновь получим тождество /ф(2.)^0, АеА(а).

Но из (20) п этого тождества по формуле обращения (6) теоремы А 
заключаем, что щ (т) =}0 Д) =0 почти всюду на полуоси (0, +°°). Это в 
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силу (18) и означает, что при условии (17) теоремы наша система замк­
нута в Л2, ш(0, + °°).

Положив теперь, что У, (l+|X;|2“)_1ReXj“<+°°, заметим, что по лем- 
ме 3 функция (l+z)-1^(a)(z) регулярна в области А(а), и как легко ви­
деть, принадлежит классу о].

Следовательно, по теореме А будем иметь

—.— = £'р(—Хт1 р; ц)т“ 'глДт)с/т=1 ЕД—Кх; ^)xafa(x)dx, ХеА(и), 
1тл J J

с о
(22)

где функции ра(т)е£2(0, +°°) и /а(ж) =1?а(Д)Д(1“м)е1,2 и(0, +<»), оче­
видно, отличны от тождественного нуля на полуоси (0, +°°).

Но при сходимости ряда (17) каждая точка Х=Х; в {X,},00 имеет конеч­
ную кратность Поэтому из (11) следует, что

.Яи>(л.,)=0, Х’=0. 1®£/<+~

Поэтому (у,— 1)-кратным дифференцированием (22) в силу (15) по­
лучим

J го,,' (.г; Х;)ги/а(л:) dx=0,
О

Так как 0<х<+°°, то это и значит, что условие (17) теоремы
действительно необходимо для замкнутости системы (<вр*(х;  Х^)}!00.

Легко видеть, что в специальном случае, когда р = 1 и <о=0, из теоре­
мы 1 следует указанная выше теорема Саса, в более общей формулировке 
ранее отмеченная уже в заметке (5).

Теорема 2. Для замкнутости системы ReXj>0,
в ЕДО, +°°) необходимо и достаточно выполнение условия

ос
У, (1+IXj!2)-1 ReXj=+°°.
7=i
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