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Уравнение, упомянутое в названии, имеет вид

ин—tixx+sin u=0. (О
Оно встречается во многих разделах теоретической физики и прикладной 
математики. В частности, в форме

o5x=sin о, (2)
где т=72(ж—i), o(g, х)=и(х, t) оно возникает в задачах не­
линейной оптики (см. (*)). В первоначальной форме оно может служить 
как нетривиальная модель теории поля (2~4).

Естественные граничные условия для уравнений (1) и (2) имеют вид 
соответственно

и(х, I) =0 (mod 2л),
1х|->оо

(3)

н(§, т) =0 (mod 2л), (4)

откуда видно, что задача 
ний задачи (1), (4).

Рассмотрим задачу

(2), (4) содержит, грубо говоря, половину реше-

(5)

где ip — вектор из двух компонент, a J, И и А — матрицы 2X2, элементы 
которых выражаются через решение и(х, t) уравнения (1):

М0-1)
\ 1 0/

i / 0 w\ 1 / eiu 0 \
■ (6)

w=ux+ut.
Из явного вида этих матриц следуют соотношения (черта — знак комп­

лексного сопряжения)
А=—А, TAT=A=JAJ, THT=H=-JHJ, Т = ( J *). (7)

Уравнение (1) в терминах матриц А и Н имеет вид

At=Ax+2[H, /], Ht=—Hx+2(AJH—HJA). (8)

Можно проверить, что если ф меняется со временем согласно уравнению

2
■ф<=1|5х- —Яф, (9)

А

то оно удовлетворяет уравнению (5) при одном и том же значении пара­
метра X при всех t.
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Уравнения (5), (8), (9) играют роль уравнений Lt=[AL],
возникающих в предыдущих случаях, решаемых методом обратной 

задачи (см. (5_7)).
Рассмотрим матрицу

£(х х)= 1 ( е+(^Д) \ _ е+ (х, X)
V2 Че+(а:, %) —ie_(z,X) ' е_ (яД) =е+(ж, л), 

удовлетворяющую уравнению

в которое уравнение (5) переходит при Д| ->--F°°, п соотношению

JE=—iES, (10)

которое проверяется непосредственно.
Определим матричные решения F kG уравнения (5) заданием их асимп­

тотик при х^~°° и х-+— °° соответственно;
F(x,h,t)—E(x,'k)=0(l'), 2->оо,

G(x, Л, t)—E(x, Л)—0(1), ж-* —0°.
В силу уравнения (5)

det F=det G=det Е=—i. (11)

Матрицы F и G связаны линейным соотношением

G(x, X, t)=F(x, Л, t)T(k, t).

Вследствие (7), (10), (И) матрица РД, /) удовлетворяет соотношениям 
ST(—h,t)S=T(k,t), detP(A, i) =1, 

а уравнение (9) позволяет утверждать, что
Г (Л, /)=e!<x+1/1M),s7’(X, о)e_i(A+1/16,‘)iS.

Из написанных формул видно, что матрица Т (к, F) может быть выраже­
на через 2 комплекснозначные функции

, / а
ТМ=

причем при всех t

(M) ШД) \
5 (A, i) a (A, t) /

а(-Х)=аД), &(-Х)=-&Д), | а 12+1 b 12 = 1,

a (A., i) =а (X, 0); b (A, t) = exp |2i ( А + b U> 0) •

Решения F и G имеют интегральные представления (при каждом i)
ОО 1 00

F (х, л) =Е (х, X) + J Ki (х, у)Е (у, A) dy + — J ЛА (ж, у)Е (у, 7.) dy,
X X
к Х

G ДД)=ЕД,А) + y)E{y,7.)dy +— ^L2(x, y)E{y,K)dy,
— oo — oo

(12)

где матрицы-ядра Kt, К- удовлетворяют соотношениям
K^-JKJ=TKFF, K2=~JKj=-TK2T

и, таким образом, могут быть представлены через скалярные ядра в 
Kl-l" 1), ^(- ")■

\ 0 М Г \N 0 1

(13)

(13')

виде
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Аналогичные соотношения и представления имеют место и для матриц- 
ядер Lt и Ь2.

Среди условий совместности уравнения (5) и интегральных представле­
ний (13), (13') имеются соотношения

JK2(x, х)—16Я(^)А2(ж, x)J=H(x)—‘ЛсЛ

Аналогичные соотношения имеются и для матриц-ядер Lt и L2. Из по­
следнего соотношения следует, в частности, что и (х, i) явно выражается 
через N (х, х, t)

1+16гА(я:,жД)
и (х, t) =—i In-------------------- —.

1—16tA(x, х, t)
(14)

Из (13) и (13') следует, что первый столбец ft матрицы F и второй стол­
бец g2 матрицы G имеют аналитическое продолжение и верхнюю полуплос­
кость переменной 1, а дополнительные столбцы продолжаются в нижнюю 
полуплоскость. Коэффициент перехода я (А) явно выражается через ft (х, А) 
и g2 (ж, X):

а (А) = (УД (я, A), g2(x, А))
и, таким образом, также продолжается в верхнюю полуплоскость. Послед­
нее условие вместе с (12) позволяет восстановить его по заданному 6(A) 
и распределению нулей в верхней полуплоскости. Эти нули располагают­
ся симметрично относительно мнимой оси, и, вообще говоря, могут накап­
ливаться к вещественной оси. В дальнейшем мы будем исключать послед­
нюю возможность и для простоты будем считать, что эти нули простые; 
случай кратных нулей можно рассмотреть предельным переходом.

Данные рассеяния, однозначно определяющие коэффициенты w и и 
уравнения (5), состоят из набора коэффициентов перехода а (А), 6(A) и 
нормирующих множителей тп,, расположенных симметрично относительно 
мнимой оси, где / пробегает множество нулей коэффициента а (А). Зависи­
мость b (A, t) от t дается формулой (12), а для т-, нетрудно получить, ис­
пользуя (9), что

m,(0 = exp |2г ^Aj + -^-^|^(O), /=!,..., А, (15)

где Aj — нули коэффициента я (А).
Формализм обратной задачи позволяет восстановить ядра Kt и К2, 

а с ними и решение и(х, t) уравнения (1) по данным рассеяния посред­
ством линейных интегральных уравнений. Приведем вид этих уравнений 
в терминах скалярных ядер М(х, у) и N(x, у)

х, z)Ft (z+y)dz + J*-V (ж, z)F, (z+y) dz=Q,

x (16)

M(x, z) F 2(z+y) dz 4- J.V(x, z)F.(z+y)dz=d),
X X

где ядра F,, F> и F?, строятся через данные рассеяния по формулам

Ft (z) = [г (A) rfA +

М (х, у) +Ft (х+у) + J М (

16Лт(ж, у) —F2 (х+у) - !

л “> z, \ N
------- f . ■ е'(?—1/1еХ)г rfA + V4 т’ сНМ-1/16Щг

2л J A2 А2
-оо >1

(17)
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и г(Х) =к(Х)/а(Х), а зависимость ядер F2 и F3 от t определяется форму­
лами (12), (15).

Приведем сразу выражение для решения и (х, t) уравнения (1): 
при Ъ (Л, £)=0

, п.7 det(Z+V(M))
к 1 det (Z— V (х, t)) ’

где V(х, t) — матрица NXN с элементами

Vjh(x, t) = —е"W’WW'W

1 
Щ' к/

(18)

<19)

16Х,
В частности, при 2V=1 получим известную формулу для решения урав­

нения (1):

(20)
l-16aj . I mJ ----- ?

y ’ ^="*«1, ж0 = 1п——VI—у,l+16a!2 2ffli
а знак в (20) противоположен знаку пц.

Полученное решение естественно называть солитоном для 
уравнения.

В случае N=2 и Х4=—Х2‘, получим, что
th 1

(1)

и (х, t) =4 arctg

Vt-yo) jch ——' -(х—
kJ L kJ Vl-y2'

Ci 1
COS  ------ r———(t—vx+^o')

kj vi—y2
i-i6kJ2
l+iekJ2-’ Xi—c+idi,

,,7----- Г m‘VI—у arg——, 
Xi Vo

kJ
«1

VI-y2 In
С,Ш,

2akj
Полученное решение мы будем называть двойным солитоном для 

«sin-Gordon» уравнения. Решение уравнения (1), определяемое формулой 
(18), естественно называть N-c о лит о иным решением «sin-Gordon» 
уравнения. Оказывается, что в общем случае У-солитонные решения при 
больших |i| распадаются на I солитонов и р двойных солитонов, где 
l+2p=N; здесь I — количество чисел Z,-, лежащих на мнимой оси, а р — 
количество расположенных симметрично относительно мнимой оси пар 
чисел (А,,, —%j). Отметим, что, таким образом, Л'-солитонное решение опи­
сывает процесс упругого рассеяния солитонов и двойных солитонов.

Укажем, наконец, что, отправляясь от развитой схемы, можно показать, 
что «sin-Gordon» уравнение является вполне интегрируемой гамильтоновой 
системой (ср. (8)).
Новосибирский государственный Поступило
университет 6 XII 1973

ЦИТИРОВАННАЯ ЛИТЕРАТУРА
1 G. L. Lamb /г., Rev. Mod. Phys., v. 43, № 2, 99 (1971). 2 T. H. R. Skyrme, Proc.

Roy. Soc. A, v. 262, 237 (1971). 2 J. K. Perring, T. H. R. Skyrme, Nucl. Phys., v. 31,
55 (1962). 4 D. Finkelstein, С. V. Misner, Ann. Phys. (X. Y.), v. 6, 230 (1959). 5 G. S.
Gardner, J. Green et al., Phys. Rev. Lett., v. 19, 1095 (1967). 6 П. Д. Лэке, Сборн. Ма­
тематика, т. 13, № 6, 128 (1969). 7 В. Е. Захаров, А. Б. Шабат, ЖЭТФ, т. 61, 118
(1971). 8 В. Е. Захаров, Л. Д. Фаддеев, Функциональп. анализ и его прилож., т. 5
4, 18 (1971).
5 Зак. 1270, т. 219, № 6 1337


