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1. Пусть Rn- «-мерное эвклидово пространство точек х=(х1, ..., х„). 
Множество измеримых по Лебегу функций /(ж), для которых конечно вы­
ражение

dt
[P/p/"(01s----- при 1<р<оо, ls£s<°°,

о 1

ПЛ II
Slip при ($ = оот

0«<оо

1 *
где /"(Z) = —J/‘(s)ds, а /‘(Д — равноизмеримая перестановка функции I и *'
/(.г) в певозрастающем порядке, называется пространством Лоренца 
/.(/?’. Для измеримой функции со (ж) определим пространство L,,S; „Ж) 
как совокупность всех функций /(.г) таких, что

и Ст) -fCr^L^R,,).
В заметке (2) нами были введены новые пространства Т1>Лг(Ип), состоя­

щие из всех функций F(.г), представимых в виде

F(x) = J Gt(x—t) •/(t) dt,
r-n

где f(t)^Lps(R„) (ядро Gr(.r) подробно рассмотрено в работе П. И. Лизор- 
кина (3)). Там же были получены некоторые свойства пространств 
LP'(R„) и доказан ряд теорем вложения для этих пространств.

В данной работе доказываются обратимые граничные теоремы вложе­
ния для пространств Lr,,l(R„), I целое. При этом приходится вводить новые 
функциональные пространства обобщающие известные простран­
ства Бесова.

2. О пре д е л е и и е 1. Пусть р>0 — действительное нецелое число, 
1</?<оо, К$<°о. Назовем пространством Bps(‘{Rn) совокупность 
всех измеримых функций/(.г) таких, что /(.г)(/?„) п конечно вы­
ражение

р-[р] 
р

ДЛе . (AAf (х)/дх^ . . . дхпп
ЬрА°1

(Ahe- Г — разность порядка к с шагом h по направлению е; от функции F). 
Нетрудно видеть, что при s=p пространства BpS (Rn) совпадают с про­
странствами Бесова 2?Р₽ (/?„).
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Сира всдлпна следующая
Теорема 1. При Кр<<». 1Х$<оо, I целом имеется непрерывное 

вложение

где р=!—1/р.
Доказательство. 11о теореме 2 из (Д LP.‘(R„') с точностью до 

эквивалентности норм совпадает с пространством

(7оД(7?Д, ДД(7?Д)е.я,

где О<0< I и 1/р= (1— -()) /pi+0/p-i, построенным по методу действительной 
интерполяции. Известно, что оператор взятия следа линейно и ограничен­
но действует из пространства ]Jv^(Rn) в пространство 77-.Д (7 , г=1, 2,
где p>=Z—i/pi (см. (Д). Тогда в силу интерполяционной теоремы (см. (2)) 
он линейно п ограниченно действует из Llls‘(Rn) в пространство

где О<0< 1, \!р= (1- Qj/pi+Q/p- и l^s<oo.
Докажем, что пространство (7?/, 1/₽I (/?„-,), 7?Д ) S,sнепре­

рывно вложено в пространство где l/p=(l—tl)/pt+O/p2.
Заметим сперва, что

[р]=[/-1//Д=/-1. р-[р]=1-1/р.

Пусть ф(.г15 ..., .Щ-Д еДТДД'ДТ?,,-J, 7?P2P!(7?„.-i))r, ,. Тогда в силу соот­
ветствующего определения (см. (Д)

где ф.еВДДТ?,,^), ф.е^ДДТ?,,-,).
Используя последнее выражение для нормы Уф|Д.нетрудно получить 

неравенство 

^ps, /1-1 р <Rn)

где 1/р= (1 —0)/щ+0/щ.
Отсюда следует, что если ф (х) принадлежит пространству (Rp~i/P' (Rn-i), 

(7?„-i))e< ’ то Tпринадлежит также пространству Bl̂ lp (Rn-i), 

где l/p= (1—0)/щ+б/Д, и

что доказывает утверждение теоремы.
3. Доказательству следующей теоремы предпошлем вспомогательные 

утверждения.
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Лемма 1. Пусть f(xt, xn}^Lps(Rn), Кр<°°, ls£s<°°, и пусть 
задано линейное взаимно однозначное отображение Rn на себя соотноше­
нием

п
Hi (lijXj, Z, j 1, . . . , ?2,

J=1
с якобианом а=£0.

Тогда функция ф(хь хп) =f(Ui (х), ип(х)) принадлежит 
Lps (R .,) и

ИфИьрт/Лп— | ® | )|/II Lps/Пл-
При этом константа эквивалентности зависит только от р.

Предложение 1. Пусть функция f(x) принадлежит пространству 
Rpap{Rn-i), 0<р<1, 1<р<°°, 1«С$<о°, о+1/р = 1. Положим

уУИ _ Г(тг/2)
—t}2+y2]"/2 ' Сп (л)п/2 '

Тогда duldxi, ди/ду принадлежат Lps(Rn+) и справедливо неравенство

Доказательство.
~ (■ (ti—Xi') yf(t)
Сп J [(х-Т)2+у2]{п+2>‘2

•“n-l

Сделаем замену переменных: ti—Xi=hi, г=1, и—1, п воспользуемся 
тем, что

С ^У
] [Д2 + г/2](" + 2)/2 dh~ ’

Тогда
ди —с f htyY^x+h)-Ух} ] _ р tiiyx+tyj-yx}]
dXi CnJ [7i2+y2]("+2,/2 ,J (C+l)"/2+,z/

Выразив разность f(x+ty)—f(x) через разности по каждой из перемен­
ных i;, получим

a- j

н?1-1

cl 1 [fOi+tty, ■■■, ^i+t,y, xj+l,Xn-i} - 

\ti\dt
-УхУ-Ту,Xj-i+tj-iy, xh xn_t) ].Уу I -^-2—-jj-z-2-+T •

По неравенству Минковского и лемме I

ди 
dxi
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II Ou
Оценка нормы -----(х, у)

И ду
проводится аналогично с использова-

илем соотношения
ди

[i2+l]n/2+1J/
Таким образом, предложение 1 доказано.

Предложение 2. Пусть f(x)^BPT(R,,-i), p=l—l/p, I — натураль­
ное и и(х, у) та же, что и в предложении 1. Тогда

С (t2-n+l)[f(x+ty)-f(x)]
(х, у) —сп I------ г „ . ____ _________ at.

дха‘... дхап-'ду®1 п — 1 v
и справедливо неравенство

£ »-
а1Ч~- ■•4"an—i“b3—

< S
|3i+---+3n-l—1

д’и (х. у)

О'-1/

Доказательство предложения 2 существенно использует тот факт, что 
и(х, у) — гармоническая функция переменных xt, ..., x„~h у и опирается 
па предложение 1.

4. Следующая теорема является обратной по отношению к теореме 1. 
Теорема 2. Яг/сть/(а?)еВрвр(7?„_1), 1<р<<», Ks<oo, р>0, р+1/р= 

=Z>0 целое. Положим
, , г(»/2) , , f s/w

•’О.»)—J [(Д_;Г+
Щ|-1

где

cp(z/) =
1, 0=^1;

е-[(.т-1)/(х-2)ре,

о, у>2.
Тогда функция и(х, у) принадлежит пространству Lps'(Rn+) и справед­

ливо неравенство

1<у^2;

Доказательство опирается на приведенные выше предложения.
Введение множителя ф(у) вызвано следующим обстоятельством. 

Известно, что ядро Пуассона есть функция, не суммируемая на бесконеч­
ности и, следовательно, если /(ж) принадлежит Lps (R„-i), то

/ ч f yW л.
[0-0=+i,-l- ‘

уже не принадлежит LP3 (7?„+).
Множитель ф(у) обеспечивает принадлежность функции v(x, у) — 

=<f(y) -и(х, у) пространству Lps(R,,+), если /(ж) принадлежит Lps(Rn-l').
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