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В настоящей заметке сформулированы теоремы о точечном спектре для 
дифференциальных операторов, позволяющие определять густоту точеч­
ного спектра, частично налегающего на непрерывный спектр, а также ха­
рактер убывания на бесконечности соответствующих собственных функций.

1. Пусть А — самосопряженный оператор в сепарабельном гильберто­
вом пространстве И, Ж=^?2((0, °°); Я) — гильбертово пространство век- 
тор-функций со значениями в И, У (г) =V* (г) —оператор-функция в Н, 
непрерывная в равномерной операторной топологии. В пространстве 
рассмотрим минимальный оператор

LiU=—и"(г)+Ли(г)+7(г)и(г), п(0)=0. (1)
Справедлива
Теорема 1. Пусть спектр 5(4) оператора А дискретен и состоит 

из собственных чисел {щ}?=1 и пусть || У (г) (О, °°). Тогда-.
1) непрерывный спектр оператора Lt совпадает с интервалом (ч, °°), 

где y=inf щ,, причем интервал (f, °°) может содержать собственные числа
А

оператора L,\
2) точечный спектр о (L,) оператора L, не имеет предельных точек вне 

множества S (4);
3) если дополнительно выполнено условие lim r2||У (г) ||<1/4, то о(Я)

г-*оо
не имеет конечных предельных точек-,

4) если дополнительно выполнено условие га||У(г) ||<‘/8, то
о(Д)\$(4)=0;

5) если ф(г) — решение уравнения £1ф=Хоф такое, что ф(0)=0, ф(г)е 
еД Ао^<5(4), то

11ф(г) ||НСС ехр(—бг), (2)

где б=Ур (Ао, £(4)), С>0 — некоторая постоянная.
Заметим, что утверждения теоремы 1 далее не улучшаемы. В этом 

легко убедиться, если в качестве V (г) взять оператор умножения на ска­
лярную функцию q(r). Тогда оператор Я распадается на скалярные опера­
торы Lihy=—y"(r) + [pk+q(r')]y(j-), к которым применимы известные 
теоремы об осцилляторности и неосцилляторности уравнения ТТТтурмя — 
Лиувилля.

Отсутствие точечного спектра дает также следующая
Теорема 2. Пусть А—любой самосопряженный оператор в Н та­

кой, что 4=lim4„ в сильной операторной топологии, где Ап=^Ап и\Ап 
п

имеет дискретный спектр при каждом п, У(г)>0, существует сильная про­
изводная У'(г)^0, lim || У (г) |] =0. Тогда спектр оператора Z,, абсолютно­

непрерывен и совпадает с интервалом (у, °°), где y=inf %, (4).
Далее, пусть при некотором е>0

ф(г, z) = [ {Lt-ziy'h] (г), (Д+г){3+сУ2Ь(г)^3>ё, z^Cy, °°).
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Тогда функция ф(г, z) допускает продолжение на интервале (у±гО, 
o°±iO) и

ц(1+г)-(з+£)/2ф(Г) 2)||ж<(С.УЙ+(71)||(1+г)‘3+'’/2/1(г)||эг„ (3)

где С0>0, С\>0 не зависят от А, V(г), z и h(r).
Примеры. 1) Типичным примером, когда выполнены условия теоремы 1, 

является эллиптический или гиперболический оператор

Mu=—Utt"(,x, t)±Axu(x, t)+q(x, t)u(x, t),

где i^O, u(0, x)=0, x=(xi, ..., xk)^3>, 3) — ограниченная область в 7?», 
на границе которой заданы самосопряженные условия для оператора Лап­
ласа Д. Здесь Z7=2?2(S>), IIV (t) II = Sup \q(x, f)|.

2) Пусть оператор и(("±Дхи задан в области 3>={(х, t): х<=3), £>ф (ж)}, 
где q> (ж) — однозначная непрерывная функция. Очевидно, 3 — ограничен­
ное или неограниченное возмущение цилиндрической области в 
Пусть на границе области 3 заданы нулевые граничные условия. Тогда, 
пользуясь методикой работы (3) автора, изучение этого оператора мы сво­
дим к изучению последовательности операторов вида (1), для которой вы­
полняются условия теоремы 2. Отсюда вытекает, что оператор щ"±Дхм 
в области 3 имеет абсолютно непрерывный спектр, причем неравенство 
(3) приводит к определенным оценкам для спектральной функции этого 
оператора.

3) Пусть t(z) — произвольная вещественная непрерывная однозначная 
функция переменной х=(х^ ..., я*) в Rh. В пространстве точек (ж, 
рассмотрим область, ограниченную поверхностью t—x(x) и в этой области 
оператор ин"±Ахи с нулевым граничным условием. Тогда изучение этого 
оператора сводится к изучению последовательности операторов из приме­
ра 2) и, согласно теореме 2, мы приходим к выводу, что в указанной обла­
сти спектр оператора utt"±Axu абсолютно непрерывен. Это утверждение 
для произвольных звездных неограниченных областей доказано в случае 
оператора Лапласа в работе (3) автора.

2. Мы изучаем также точечный спектр оператора

Lzu={—l)"A”u(o:) + [Vu] (х), x^Rm, (4)

где V — дифференциальный или интегродифференциальный оператор по­
рядка <2п, коэффициенты которого подчинены определенным условиям 
убывания на бесконечности. Не останавливаясь на общем случае, сформу­
лируем наш результат в простейшем случае, когда

Vu=q{x')u{x'),

где q (х) =q (ж) — непрерывная функция в Rm такая, что

|g(a:) |^р(|х|), p(r)>0, р(г)(0, °°), limrp(r)=0. (5) Г-* СО

Теорема 3. При условии (5) непрерывный спектр оператора Lz 
совпадает с интервалом [0, °°), который может содержать собственные чи­
сла-, точечный спектр состоит из ограниченного множества собствен­
ных чисел конечной кратности с единственно возможной предельной точкой 
Л=0, при этом о(Л2) состоит из конечного числа точек, коль скоро выпол­
нено неравенство

|д(Ж)|^С0(1+|х|)-в, б>2п. (6)
Сингулярный спектр оператора Lz состоит из множества о (Л2) и, быть 

может, точки %=0.
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Теорема 4. Пусть Ло^О — собственное число оператора Ьг (г. е. 
Хоео(Ьг)), <р(я) — соответствующая собственная функция и в (6) 6>3Л. 
Тогда

J |ф(х) I2 dsCCexp — 2lA0l1/nrsin
|xi=r

(7)

где ОО — некоторая постоянная.
Замечания. 1) Из результатов М. Ш. Бирмана (*) и С. Т. Куро­

ды (2) следует, что условие (6) является оптимальным для конечности 
отрицательных собственных чисел оператора Ьг. Таким образом, теорема 3 
дает оптимальное условие конечности точечного спектра в целом.

2) Асимптотические формулы, полученные в книге (4), см. стр. 320, 
показывают, что оценка (7) неулучшаема даже в том случае, когда д(х) 
зависит лишь от | х |.

Заметим в заключение, что при некоторых дополнительных ограниче­
ниях на д(х) из (7) можно вывести оценку вида

|ф(ж) |=CCkl~(m-1)/2 exp —IXoli/n|xlsin—j .
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