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ОБ ОДНОМ ОТОБРАЖЕНИИ ШАРА В ПРОСТРАНСТВО

(Представлено академиком М. А. Лаврентьевым 6 VI 1974)

В обзоре проблем квазиконформных отображений М. А. Лаврентьева 
и П. П. Белинского (*) было указано существование постоянной k, =kl(n) 
-такой, что q — квазиконформный образ шара |ж|<1 для q<kt не может 
быть всюду плотным в пространстве Rn. Известно, что ^ДЗ)<л/2. В на­
стоящей заметке указывается более точная граница для Е.

Пусть y=f(x) — квазиконформный гомеоморфизм области D~Rn, 
т. mod/(7?)внешняя и внутренняя дилатации которого равны Ко (/) = sup------------ -

п mod R
и К, (/) = sup т0^ — R<=D — кольцо modZ?<°° (см. (2)), K(J)~ 

R mod/(7?)
=max (Ао(/), АД/)}. Коэффициенты квазиконформности области D равны 
A,(P) = inf (А„(/)), Ki(D) = ini (КД/)), A(7)) = inf (А(/)), /-гомеомор- 

1 f f
физм D на шар |х| <1.

Теорема. Для любого произвольно малого е>0 существует квазикон­
формный гомеоморфизм / полицилиндра Pn={x=(xi,..., хп) |\Xi | 
ж22+ ■ •. +ж„2<1} в пространство Rn, сколь угодно близкий к конформному, 
что для любой точки x^Rr‘, е(/(Рп), х)<е, где е — эвклидова метрика в Rn.

Прямое следствие теоремы: кДп) <К(Рп). Известно АДР3)>2'\ 
А0(7>з)=1,14,..., т. е. Л, (3) <1,14... (см. (2)).

Лемма 1. Пусть / — гомеоморфизм области D на D' в R2, D3 и D3' — 
области в R3, полученные вращением D и D' относительно оси Ох3 в R\ 
если для получаемого отображения f3: D.-^D( А(/3)<°°, то K(fn)^
^К(ДУ2п~3)/3, где fn — отображение Dn на Dn', полученное последователь­
ным вращением Ds и D3' относительно оси Ох3 в Rn.

Доказательство леммы основано на вычислении Ао(/„) и А,(/„) 
с использованием величины полуосей бесконечно малого эллипсоида 
А(у) —образа бесконечно малой сферы с центром в точке х при отобра­
жении у=/п(ж) (см. (3)): А1(/„) = шах^41—, А0(/„) = тах—— ,

х а3 х а^... ап
где — величины полуосей Е(у). Пусть 7Д/Эт) = тах (an/at) —

линейная дилатация отображения /„. Так как А(/о)<°°, то 0<а1<а2<га3< 
<°°. В силу определения /„, среди щ,...,а„ будем иметь га—2 одинаковых 
числа, соответствующих полуосям Е(у), возникающим при вращении пло­
ской области вокруг оси Oxi, т. е. при переходе от /„_, к /„. В любой точке 
x^Dn-i с системой полуосей ... Сап^1; в этой же точке, принадлежа­
щей Dn с системой полуосей для /„, последняя система полу­
осей целиком содержит предыдущую. Если в точке x^Dn~t достигается 
А (/п-1), то в этой же точке x^Dn достигается и К (/„), га>3.

Теперь заметим

А2 (/„) >А0 (/„) ■ Ki (/„) > (ajat)n= (аДаД ",
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откуда
A(/n) > (а3/щ) a3/a^K(f3y\

KB(fn)=K0(fs) (a3/ai)n-3^K0(f3) {a3/a.y-\ 

где — система полуосей, реализующая Ао(/3), неравенство для
Ki (/„) аналогично.

Рассматривая полицилиндр Рп и шар |;г|<1 как области Dn и Dn' 
в лемме 1, получим для /„: Р„-* (|ж| <1): L(fn) =L(f3). Таким образом, 
если/ — отображение Рп на |ж|<1, на котором достигается К(Рп), то 
имеет место неравенство Л(/)^£(/3)<(1,14)2/з.

В доказательстве теоремы используется специальный класс областей: 
шпили S<=Rn, которые подобным преобразованием отображаются на об­
ласть 5„={а:= (г, 61;6„_2, Xi) |r<g'(a:1), 0<ж1<а<°°} в цилиндрических 
координатах. Аналогично (2) требуем: функция g(t) непрерывна в [0, а], 
g(a)=0, g'(t) непрерывно убывает в (0,a), limg/(Z)=0. В качестве g(t) 

t-+a
можно взять (i—а)“, а>1; подбором соответствующего а можно обеспе­
чить необходимую скорость убывания g(P). Из (2), см. теорему 10.2, извес­
тен результат: для любого произвольно малого е>0 существует (1+е)-ква­
зиконформный гомеоморфизм S3 на Р3. Этот результат справедлив для 
п>3, если заметить, что Sn и Рп можно получить из S3 и Р3 вращением 
в Rn и применить лемму 1.

Лемма 2. Для любого сколь угодно малого е>0 существует 
(0, а), что часть шпиля Sn, расположенную в полупространстве Х1>х0, 

можно (1+е) -квазиконформно отобразить на трубчатую окрестность кри­
вой кривизны 1/е, т. е. можно изгибать с малыми характеристиками.

Для доказательства достаточно рассмотреть случай п=3. Отображение 
изгибания цилиндра {(ж, у, z) | (x+r)2+y2<r2, z^(0,R)} в часть тора, по­
лученного вращением круга радиуса г вдоль окружности радиуса R, лежа­
щей в arOz-плоскости, определим в виде f(x, у, z) = {(R—r+x) cos (zIR), у, 
(R—r+x) sin (z/7?)}. Стандартные вычисления, проведенные для малого 
r<R, дадут: К(/) =1+г/7?+о(г/7?). В силу свойства шпиля limg'(i)=0, t->a
для е<1 существует жое(0,а), где g(7)<e2 для is(x0, а), остается взять 
7?=е. Возьмем шпиль S—{x=(r, 0t, ..., 0„_2, х^ |г<^(ж1)<1, —1/4<^1<00}• 
По лемме 2 существует х0^ (0, °°), что часть шпиля 5 в полупространстве 
•Г1>.Хо можно (1+е)-квазиконформно отобразить на трубчатую окрестность 
кривой кривизны 1/е. Ввиду бесконечной протяженности шпиля S, эту 
кривую можно с наперед заданной протяженностью сосредоточить вблизи 
сферы | х | =х0.

Произведем инверсию Д относительно сферы |ж|=х0, получим 
7?nU (о°) \/i(5) — ограниченное множество, лежащее в шаре | х | <В, В>х0. 
Проведем в |д:|<5 е-решетку, т. е. разбиение этого шара плоскостями 
параллельными координатным, расположенных на расстоянии е. Теперь, 
начиная от места вхождения шпиля Д(5) в шар |х|<х0, используя воз­
можность изгибать с малыми характеристиками и достаточную протяжен­
ность изогнутого до инверсии шпиля, достаточно провести вторично изги­
баемый шпиль в кольце х0< | х | <В так, чтобы он имел непустое пересече­
ние с каждым кубом решетки, не пересекающимся с /1(5); число 
последних конечно. Теорема доказана.
Институт математики Поступило
Сибирского отделения Академии наук СССР 17 V 1974
Новосибирск

ЦИТИРОВАННАЯ ЛИТЕРАТУРА
1 М. А. Лаврентьев, П. П. Белинский, Тр. Матем. инет. им. В. А. Стеклова АН 

СССР, т. 128, ч. II, 35 (1972). 2 F. W. Gehung, J. Vaisala, Acta Math., v. 114, 1 (1965).
3 Vaisala, Lectures on n-dimensional Quasiconformal Mappings, Lecture Notes in 
Mathematics, 1971, p. 229.

1329


