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О ПОВЕДЕНИИ РЕШЕНИЙ ОБЩИХ ПАРАБОЛИЧЕСКИХ СИСТЕМ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ В НЕОГРАНИЧЕННЫХ 

ОБЛАСТЯХ

(Представлено академиком А. Н. Тихоновым 26 VII 1974)

В настоящей работе на основе одной теоремы об аналитичности по 
пространственным переменным решений некоторого класса параболиче­
ских систем получены теоремы о поведении решеппй общих параболиче­
ских систем в неограниченных областях, аналогичные классическим теоре­
мам Лиувнлля и Фрагмепа — Лпнделефа для гармонических функций. 
Одна из теорем такого типа для систем, параболических по И. Г. Петров­
скому О, была приведена памп в заметке (2). В частности, в настоящей 
работе получены теоремы единственности решений общих краевых задач 
без начальных условий, рассмотренных впервые для уравнения теплопро­
водности с условиями Дирихле в работе (Д. Теоремы типа Лиувилля и 
Фрагмепа — Линделефа для общих эллиптических систем доказаны нами 
в работе (‘).

1. Пусть со — область в R'i'a1 ..., х„, t) = (x, t), да — граница со,
7 — открытое множество на да, которое нигде не касается плоскостей 
Z=consl. В частности, у может либо быть пустым множеством, либо совпа­

дать с да. Пусть Q==coX{|a;o|Ca}, a=const>2 и в задана систе­
ма дифференциальных уравнений вида

У У a^(x,t)D^Dxa — Vj=0, l=i,...,N, (1)
дЕ

1 CCq + ■ <2 ; -j- S tj

где Dxj=—id/dXj, /=0, 1, ..., n\ D "^-D,N.. ,D,,N, |a| =at+...+a„, b- 
положительное целое число.

Будем предполагать, что в Q система (1) равномерно параболпчна с 
постоянной параболичпости л (см. (3, G)). Совокупность целых чисел .V
51, ..., 5.у, Т, ..., ts такова, что 2j (s;+Z;) =2m, 5j=S0, 7 = 1, ..., N.

1=1

Пусть на множестве Г=уХ {| х,| <а} границы области Q заданы гранич­
ные условия

х д1,У У bT (x,t)Dx“°Dx“ — Vi=0, h=l,...,m. (2)
d t1

,7^=1 CC(i 4- CC <|-2i>[J I nj

Пусть Zft=max(Z;,j—Z,), h = l, .... m и Zo=max(O, Ц, ..., Zm). Система (1) 
и граничные условия (2) будут в дальнейшем играть вспомогательную 
роль. Введем пространства С‘-ь(А) функций с нормой

HullsAb=sup У ! D. T) : jL.U I .
А Л I dt? I

а(гНа1 + 2£ф<.$
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Для любого множества А и Т=ГГ положим АТ=ЛГ) {/СТ7}. Пусть у 
принадлежит классу Сч"+/'+’+1'ь, где Zy=max t}, </=const>0. Обозначим 

j
Si’’'p={x, t-, |ж—fj|<p, /=1,..., n, — p2b<^ t—Y<0} и 52,f,P = 
~{x, V, <p, 7 = 1, ..., re; —p<7—7^0}. Предположим, что для любой
точки (х, 7)еу существует окрестность О», «такая, что Ох,1 содержит мно­
жество 51’г’d, причем ОхДПаП гомеоморфно при некотором преобразова­
нии Fx.C- У=К%, t), x=t, множеству ltpX={y, т; | у}- $J<p, j = l, ..., ге-1; 
(>>у, — уп^О, —р2!,<т—т«С0}, где y=f(x, t), т=7, а (дат)( ПО.?,'}гомеоморфно 

при этом II-' П {уп=Уп}, p=const^l.
Пусть преобразование Ах, «и обратное к нему Fx,t заданы функциями, 

нормы которых в пространстве 0!o+i’+’+1, ь ограничены постоянной К, при­
чем d и К можно выбрать не зависящими от точки (х, 7)е^. Обозначим их 

и К(у). Мы предполагаем, что система (1) в Q и граничные усло­
вия (2) на Г удовлетворяют равномерно на Г условию дополнительности 
с постоянной Лг>0 (аналог условия Шапиро — Лопатинского для эллипти­
ческих систем, см. (5_8)).

Для точки (z, 7) пространства 2?"+\и множества Ac:R2J1 положим 
г,(±, 7; Л) равным верхней грани тех р, для которых 5 t,P ПА пусто, если 
(х, t)?=4, и г/х, 7; Л)=0, если (х, 7)еЛ, /=1, 2. Для любых двух мно­

жеств А, ВсВ^1 положим г3(Л, Z?)=infrj(«r, t; В) при (х, t)^A. Пусть 
область дсщПдысу. Для любого вещественного Т положим dT=
=min(l, гД©!1’, <?ш\7)), если (да)т=^^т, и dT=i, если (<9(о)т =7Т.

2. Мы будем изучать в области ©cz7?xjX зависящую от комплексного 
параметра p=pi+ip2 соответствующую системе (1) систему вида

N
ао«р 

ац и}=0, г=1,...Л, (3)

с граничными условиями на 7

V Ь“^(х, t)ya°Dxa-—и;=0, (4)

соответствующими граничным условиям (2). Будем рассматривать реше­
ния re системы (3) такие, что и^С1°+‘1+ч+1> ь(а'), j=i,. . ., N, для любой 
конечной области со'ссо, если со z<=coUv.

Теорема 1. Пусть коэффициенты системы (3) и граничных усло­
вий (4) таковы, что

IIяаоа₽ II Sl + g+l,b_|_ ||^а„’а’Ц'||1„-!Л+9+1,Ь (5)

при I, j=l, ..., N, h=l, m, а0+ |а| +2bfr^Si+tj, ]txoz| +1| +26f3z^ 
где 4/=const>0.

Тогда для любого решения и системы (3) в ® с граничными условия­
ми (4) на у справедлива оценка

Т dt Isup ZVUj] ^expflnC—6ljiil + lp.2l}sup|re|
I otf I Ы

при |а|+2&р=С£о+М'<7~1, 7=1» • • • , А7, где 6, C=const>0 и зависят лишь 
от п, N, m, b, l0, q. A, Ar, M, dT, d(y), K(y).

Аналогичные оценки для общих эллиптических и некоторых классов 
других систем получены нами в (9).

Для любой точки (х, 7)е®, через р^х, t) обозначим г3(х, 7; <?<в\у) 
если дю\7 непусто, 7=1, 2. Через 7 обозначим верхнюю грань 7 таких 
что 7*= (дк>)г.
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Теорема 2. Пусть и — решение системы (3) в и с граничными 
условиями (4) на у и выполнено условие (5) . Пусть в

[и(х, t) | s£exp{6! (| +111)}, 6i=const>0,
и пусть для любой точки (х, t) ecoi при t>t

sup |u|<exp{6/p2(.r, t)}, 6/=const>0.
b»,i1P2(X,i)

Тогда, если d | p11 >ln C+1 ц2|+б1; то u=Q в со'. Если же pz(x, t)>2, 
61 |ii | >ln С+1 ц2| +б/+62 и 62=const>0, то в <01 при t>t справедливо не­
равенство

v—] I IУ , | —мДа:, 4) exp{-62p2(z, 4)},
‘(Xj + Zo+ tj-j-Q— 1

где C\= consl>0, j = l, ..., N. Постоянные 8 и С зависят лишь от п, N, m, 
l0,b,q,X,Ar,M,d^,K^).

Как следствие теоремы 2 получаем теорему типа Лиувилля (случай 
<в=(7?х^1 )т) и теорему о единственности решения краевой задачи без на­
чальных условий (случай у=(<9со)т). Из теоремы 2 вытекает также

у, У, b*°a\x,t)DT
j — 1 а о +1 <х |+2 Ъ (3 I

Теорема 3 (асимптотика решений при Пусть область и
совпадает с полупространствомRzj1 U {£>0} либо у=3(оЛ {4>0}, и.выполне- 
но условие (5). Предположим, что для решений и системы (3) в <т>Л {£>0} 
с условиями (4) на у справедлива оценка

\и(х, t) |^ехр{б1|4|}, 6!=const>0.
Тогда, если 81 ц, | >ln С+1 р21 +бх+б2, то в <оЛ {£>0}

д^ I
D^-^u^x, I) J sSCi ехр{—62И}, 62=const>0.

|а I Iq+ tj-т q— 1
Постоянные С и 8 зависят только от п, N, m, l0, q, b, X, Ar, d, К, M.

3. Через (A)p обозначим образ множества A^Rx^t1 при преобразова­
нии y=p~lx, x=p~ibt, p=const>l. Далее будем рассматривать функ­
цию ф($), положительную при s>0 и такую, что для любого р>1 и любого 
s в интервале 1/4p<s<4p имеем Х~‘ф(р) =S(p(s)^Лф(р), где A=const>0 и 
h не зависит от s и р. Обозначим Vj=max(4 —th,) v/=min(4j—4S). Пусть 

E{x,t) = | я | + 1111/<2i).
Теорема 4. Пусть в области оэ задана система

У, У, аТМОА~Щ=Ъ, 1=1,..., N, (6)
J=1 a0-i-1 a i + 2bpsS si -г 1j-

такая, что для любой точки (i, 4) ео и Е (х, 4) >1 система

У. У, «Г’(рУ,р2Мр8 *‘+';-аоЧ“[^ьр<Р’а°(р)^й»^Д-^^=О,
J—1 a0+ia|-F2^p<sj+^

(7) 
1=1,..., N, где р = Е (х, 4), равномерно параболична в области = 
= (®n^’ f’ Р2)₽Х{|т/о[ <^1} пространства Ry^y, ? с постоянной параболич- 
ности не зависящей от (х, I). Пусть d{(y^\S^’ Z’₽'а)Р) > 0,
К (CY П ■S’i’ (’Р/2)р) <^Л\<|оо, где d±, Кг = const 0 и не зависят от (х, 4). 
Пусть на у заданы граничные условия

З15
Uj=O, h 1,..., т, (8)
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такие, что соответствующие им граничные условия

N д2

J — 1 aft+la| + ?.t'P< hij
Л = 1, ..., m, на Г,,= ,,₽/2 )РХ{|г/о| <1} совместно с системой (7)
удовлетворяют условию дополнительности с Arp>A=const>0, где А не за­
висит от (х, I).

Предположим, что для любых т]= (тр, ..., т|„) и &, | р | +2bs^lo—s;+^+l, 
q,=constOO, для коэффициентов системы (6) в со при Е{х, 7)>1 выполне­
но условие 

где z = — | р | — 2£с?+а0+1а| +2d|3— st—t,, C2=const>0, а на ц(}{Е(х, £)>1} 
при любых т] п s таких, что | р | +2bs^l0—Zft+g+l, для коэффициентов гра­
ничных условий (8) выполнены неравенства

| Dx" ~ ЫГ (х, i) | ^С2Е (х, Z) "‘дЛ (Е (х, t)),
I д t* I

Z1=— I Т]|— 2bs+a0+\a\+2bf>—lh-ti. Пусть рГр^х, t)<Pi(x, i)<p0pi(^,O 
для (х, и любой точки (х, t) ео, Л 51’₽'2, где p0=const>0 и не
зависит от (х, t). Предположим, что в области со'

|u(x, t) |exp{6i£(х, t)q>(E(x, t))}, 6i=const>0,
а при (x, и l>t

sup |u|sSexp{61'pi(a:,Z)cp(£'(a;, £))}, 6/=const>0.

Тогда, если 2fe6i+62<6, то при |а|+2(фМ0+^+д—1, 7 = 1, ..., N, 
(х, и t<t имеем

\ д^ 1
Dxa<-----Uj(x, t) ехр{—8;Е(ж, 7)<p(Z?(х, f)) + (v3— lai — 2&£3)In Е(х,!.)}.

I дС I
Если 6/+tV<р„~'6, то при |a|+2&[>:C/o+7i+g—1, /=1, ...,2V, (х, Z)eco1 

и t>t имеем
I 515 I
-Dx“—-Мм) «£С\ехр{—ССр^х, t~)q(E(x, t))~

I or I

— (I cc. |+27ф) Inpdx, i)} (pC(x, i) +piVl' (x, t)).
Здесь 8г', 62, Cs, C~const>0, постоянная 6 зависит только от п, N, m, Zo, 
b, q, X, Ci, dt, Ki, h.

Как следствие общей теоремы 4 получаем теорему типа Лиувилля, 
(случай ы=(/?М)г) 11 теорему типа Фрагмена — Лппделефа (случай 
у=(дсо)т).
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