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Мардежич (*)  показал, что всякий бикомпакт является пределом обрат­
ного спектра из компактов той же размерности (аппроксимационная теоре­
ма). Для этого он доказал (*),  что в категории бикомпактов всякое отобра­
жение /: А-*  У ^обладает таким «фактор-отображением» f: Х-»-У, что 
dimA^dimX, wX^wY и f°p=f, где X — фактор-пространство бикомпак­
та X по некоторой эквивалентности, а р_: Х-+Х — естественная проекция*  
(факторизационная теорема).

* Под компактами мы понимаем метризуемые бикомпакты, под отображениями — 
непрерывные отображения. Через dimX обозначаем размерность, определенную с 
помощью покрытий, через wY — вес пространства Y.

** Y может и не принадлежать данной категории, так как его можно вложить в 
тихоновский куб того же веса.

*** Под dimG X мы понимаем когомологическую размерность по группе G (см. (4), 
стр. 7).

С. Богатый и Ю. М. Смирнов (2) доказали обе эти теоремы в катего­
рии LC" (бикомпактов, локально-связных в размерности и) и в катего­
рии С"ПБС" (бикомпактов, связных и локально-связных в размерно­
сти п) **.

Здесь мы доказываем обе эти теоремы в категории clc" (бикомпактов, 
когомологически локально-связных в размерности п).

Перед подробными формулировками напомним
Определения. Под когомологиями мы понимаем приведен­

ные когомологии Александрова — Чеха с коэффициентами в абелевой 
группе G (см., например, (3), гл. 2, §§ 2, 16). Бикомпакт X называется 
когомологически локально-связным в размерности п 
(во всех размерностях), если для всякой его точки х и всякой ее 
замкнутой окрестности V найдется такая замкнутая окрестность U точ­
ки х, что UcV if что i гомоморфизмы Г: 3$k{V)~+3$k{U), порожденные 
вложением i: U-+V, тривиальны для всех кХп (соответственно для всех к). 
Будем писать в этом случае так: .Yeclc" (соответственно Xeclc”).

Теорема 1 (факторизационная). Для любого отображения f: X-+Y 
бикомпакта Xeclc" {соответственно clc”) в бикомпакт Y бесконечного 
веса существуют такие отображения р: Х^>-Х и f: Х-*У,  что:

а) Xeclc" {соответственно clc”),
б) dimG A'Adim,- X при dirofi {соответственно всегда***),
в) гомоморфизмы р": ( \) ^ХСбАХ) являются изоморфизмами для

всех кХн {соответственно для всех к) и выполняются все остальные ус­
ловия факторизационной теоремы Мардежича.

Теорема 2 (аппроксимационная). Всякий бикомпакт Xeclc" {соот­
ветственно clc”) является пределом такого обратного спектра с предельны­
ми проекциями ра: Х-^-Х^, что:

а) Хаес1с" {соответственно clc”) для всех а,
б) dimGXa=dimGX при dimGX<ra {соответственно всегда),

1031



в) гомоморфизмы ра*:  <№t(Xa')-»-3&k(X>) являются изоморфизмами для 
всех а и всех k^Zri (соответственно для всех к) и выполняются все осталь­
ные условия аппроксимационной теоремы Мардежича (шХа=СК0, dimXa= 
=dim X).

* Т. е. были абсолютными окрестностными ретрактами.
** Через V мы обозначаем замыкание множества V.

*** Через StmC обозначаем звезду CUtz'^U^a точки z относительно со.

Усложняя доказательство и применяя метод Бокштейна (4), получаем
Теоремы 3 и 4. Если в условиях теорем I и 2 Xeclc" (соответст­

венно clc”) для всех групп системы Бокштейна, то в утверждениях мож­
но потребовать, чтобы свойства а), б) и в) выполнялись для всех абеле­
вых групп.

Используя дополнительно некоторые приемы работы (2), получим
Теоремы 5 и 6. Если в условиях теорем 3 и 4 Л'еЬС" (соответст­

венно LC”), то в а) можно потребовать, чтобы XeLC" (соответствен­
но LC").

Следствие. Если, кроме того, в теореме 6 dimAXn (соответствен­
но dim Х<°°), то в а) можно потребовать, чтобы XaeANR для всех а *.

Доказательство теоремы 1 следует методу Архангельско­
го (5). Рассмотрим следующие операции над семейством §1 конечных от­
крытых покрытий пространства X;

/\) Семейство 91Л состоит из всех покрытий

®1Л • • • Дю«={#1Л • • • VUS | для любого i}.
*) Операция * каждому открытому конечному покрытию w сопоставля- 

, ет некоторое конечное открытое покрытие о’, звездно-вписанное в со, а си­
стеме 91 — систему 9Г, состоящую из покрытий со*,  выбранных по одному 
для каждого (»е=91.

я-dim) Операция я-dim каждому открытому конечному покрытию со 
сопоставляет некоторое конечное открытое покрытие кратности
=^я+1, вписанное в со, а системе 91 —систему 9l"_tllia, состоящую из покры­
тий со” d 1выбранных по одному для каждого я>е91. '

я-clc) Эта операция каждому конечному открытому покрытию ы со­
поставляет некоторое такое конечное открытое покрытие о" :1'\ что всякий 
его элемент V содержится в некотором таком элементе Гео. что гомомор­
физм У: ЖДУ) (U) тривиален для всех /с<я**  ***, а системе 91 — систе­
му 91"_с1с, состоящую из покрытий ю”'‘'|с, выбранных по одному для каж­
дого сое91.

clc) Операция clc определяется аналогично, с заменой слов «для всех 
/сСя» на слова «для всех к».

Нетрудно проверить, что операция я-clc определена для любого биком­
пакта класса clc”, операция clc — для любого бикомпакта класса clc”, опе­
рация я-dim — для любого нормального пространства размерности dim АС 
«Ся, операция * — для любого нормального пространства, а Д — для любо­
го пространства.

Пусть теперь выполнены условия теоремы 1. В У существует база 91 
бесконечной мощности т=гкУ. Обозначим через 53° систему всех конечных 
открытых покрытий бикомпакта У, составленных из элементов базы 93, 
а через 91° — систему всех конечных открытых покрытий (1/={£У=/С7| 
= 01=^'}. Система 9У и система 91° имеют мощность т. Применяя к систе­
ме 91° операции Л, *,  zn-dirn и я-clc, если Xeclc” и яг-dim Х^п, мы всегда 
будем получать системы мощности Ст.

Построим по индукции системы SP и 91й, применяя в следующем поряд­
ке наши операции: пусть 91й=(9У)”’с1'?, а 9У+'=(9У)Л* m_dlm. Система 91” = 

“ /
= (J 91й имеет мощность т и состоит из покрытий кратности Стя+1. Опре- 

Ь=1
делим на X отношение эквивалентности <», полагая х°°х' , если x<stit..xr 
для всех Нетрудно проверить, что это и в самом деле эквифа- 
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лентность. Искомый бикомпакт Д — фактор-пространство бикомпакта X пег 
отношению со, а отображение —естественная проекция: р(х)=Кх, где 
Кх — класс, содержащий точку х. Искомое отображение f определяется 
формулой f (Кх) —f(x). Отображение f не зависит от выбора представи­
теля х класса К==КХ и непрерывно.

Несмотря на все паши изменения, так же как и у Архангельского (5), 
доказывается, что:

1°) X — хаусдорфово пространство, а, значит, и бикомпакт, и
2°) для всякого открытого со бикомпакта X в покрытие ©'= 

= {p~‘Z7| t/eco} можно вписать покрытие системы для этого нужны 
лишь операции Д и *.  Отсюда следует, что dim A‘sSm=dim X. Так как 
мощность системы 51” равна т, а каждое покрытие этой системы конечно,, 
то в силу 2° вес wX^x=wY.

Чтобы вывести свойства а)—в), нужна следующая известная теорема 
Вьеториса— Бигля (6): если отображение р: Х-+Х бикомпакта X на би­
компакт X ациклично в размерности п (соответственно ациклично), то 
гомоморфизмы р": 36k(X)-+<%th(X), порожденные отображением р, будут 
изоморфизмами для всех к^п (соответственно для всех к).

Напомним, что отображение р: Х-^-Х называется ацикличным в 
размерности п (соответственно ацикличным), если Зёк(р~1х') = 
=0 для всех х^Х и для всех к^п (соответственно для всех к).

Кроме того еще потребуется одно непосредственное следствие свойст­
ва непрерывности когомологий Александрова — Чеха .(см. (3), гл. II):

Лемма. Если для любой окрестности V замкнутого множества К би­
компакта X найдется' такая окрестность U множества К, что U^V и что 
гомоморфизм Г: ^Sl(V)-^-^6l(U) тривиален, то <%>1(К)=Х).

Покажем теперь, продолжая доказательство, что отображение р ацик­
лично в размерности п. Пусть V — произвольная окрестность произволь­
ной точки х в X, а К=р~1(х) и х^К. По определению A=nStma:| coeSl”. 
Легко показать, что | (существенна операция *).  Систе­
ма {Stwx| сое?1“} центрирована, т. е. для любого конечного набора покры- 

тий (Щ ... (о, найдется такое покрытие ®, что Q StMt х (существенна
г=1

операция Д). Отсюда в силу бикомпактности множеств StBa: следует, что 
существует такое покрытие что SVccF. Так как ыеЗС при неко­
тором к, то найдется и такое покрытие о/еД1, что ы'=со”"с1с. По опреде­
лению системы существует такое покрытие со.е§1а+1, которое звездно 
вписано в со'. Так как co.eSl”, то КсХсц. Так как со. звездно вписано в 
со', то SUyrcf/' при некотором tZ'eco'. Значит, U' — окрестность множест­
ва К. Так как Z7'e<o’1_clc, то найдется такое £7есо, что U<^U' и что гомо­
морфизм Г: Жк(и')-^3^к(и) тривиален для всех к^п. Отсюда видим, что 
и гомоморфизм Г: ЖДБ)-’-<Ж((7) тривиален для всех к^п, так как У'сИ. 
Значит, поскольку точка х и окрестность V множества К—р~‘(х) были 
выбраны произвольно (и U^K), по лемме отображение р ациклично в раз­
мерности п. А тогда по теореме Вьеториса — Бигля выполнено искомое 
свойство в).

Докажем свойство а)_. Пусть W — произвольная замкнутая окрестность 
произвольной точки х^Х. Тогда множество р_11Т будет замкнутой окрест­
ностью множества К=р~1 (х). По доказанному выполнено условие леммы 
и, значит, найдется такая замкнутая окрестность V множества К, что го­
моморфизм Г: <ЖА(/?_1РГ)-><5^Й(У) тривиален для всех к^п. Так как р — 
замкнутое отображение, то существует такая замкнутая окрестность U 
точки х, что p~1Lrc=V. Тогда гомоморфизм Г: 3^k(p^'W) -^■3^k(p~iU) также 
будет тривиален-для всех к^п. Так как р ациклично в размерности п, то 
гомоморфизм pw*:  S^k(p^iW)-^3^k(W) и pv': a№t(p~lU)-*-3& l(U'), порож­
денные ограничениями pw и ри отображения р на множествах p~’W и 
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p~'U соответственно, будут изоморфизмами для всех к^п. Отсюда легко 
следует, что и гомоморфизмы г’: Ж"(ТУ) (17) будут тривиальными при 
всех кЖп. Поэтому свойство а) оказывается выполненным.

Пусть теперь Zc=dimGX^n. Возьмем в X замкнутые множества В и 
А- В. Тогда множества р~'В и р~1А замкнуты в бикомпакте X. По одной 
теореме Коэна (7) (см. еще (4), стр. 7) гомоморфизм V: Жк(р~‘В)-*-  
-^Ж!‘(р~'А) будет эпиморфизмом. Отсюда с помощью изоморфизмов рв*:  
Жк(р~‘В) -+Жк(В) и рА*:  Жк(р~1А) -+Ж!'(Л) получим, что гомоморфизм 
Г: ЖАВ) -+Ж (А) также будет эпиморфизмом. Значит, по той же теоре­
ме Коэна и в силу произвольности выбора множеств В и АЖВ получим, 
что dimGX</c=dimGX. Этим «с точностью до» свойства clc" теорема 1 до­
казана. Оставшееся доказывается аналогично.

Чтобы получить теорему 3, надо занумеровать все группы Г< системы 
Бокштейна (см. (4), стр. 13, 14), чтобы каждая из них повторялась бес­
конечное число раз, а в доказательстве положить 9Ц=(9С)П_С1С, где свойст­
во л-с.1с определено с помощью группы Гй. Тогда dimri -X^dimr{ X соглас­
но теореме 1 для всех г, откуда в силу первой теоремы Бокштейна (см. 
(4);стр. 14) и dimGJ?=^dimGX для всех абелевых групп G. Рассуждениями, 
аналогичными тем, которыми доказывается эта теорема Бокштейна, мож­
но получить, что если р*:  Жгк(Х) ->-Жгк(Х) является изоморфизмом для 
каждой группы Г из системы Бокштейна, то это будет верно и для каж­
дой абелевой группы Г, а если гомоморфизмы Г: Ж/ (У) -+ЖА (U) (где 
V и U — замкнутые окрестности точки ®gX) тривиально для всех групп Г 
Бокштейна, то это будет верно и для всех абелевых групп Г. Отсюда 
легко получить, что Л=с1с” (соответственно clc”) для всех абелевых 
групп.

Теорему 5 получим, если в доказательстве теоремы 4 применим опера­
цию re-LC (соответственно LC), использованную в (2). Следствие вытекает, 
из теоремы 5 и одной теоремы Борсука (см. (8), V.10.3). Наконец, теоре­
мы 2, 4 и 6 получаются из теорем 1 и соответственно 3 и 5 точно так же, 
как в работе (2) теорема 5 из теоремы 4.
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