
Доклады Академии наук СССР
1975. Том 220, № 5

УДК 517.951 МАТЕМАТИКА

В. П. ТАНАНА

ОБ ОПТИМАЛЬНОСТИ МЕТОДОВ РЕШЕНИЯ НЕЛИНЕЙНЫХ 
НЕУСТОЙЧИВЫХ ЗАДАЧ

(Представлено академиком А. Н. Тихоновым 19 VIII 1974)

1. Изучение методов решения нелинейных неустойчивых задач было на­
чато в работах А. Н. Тихонова (*, 2) и В. К. Иванова (3). В настоящей ра­
боте продолжается изучение методов решения нелинейных задач.

Пусть X, Y — линейные нормированные пространства, А — непрерывный 
взаимно однозначный оператор с областью определения DA=X и областью 
значений В

Рассмотрим операторное уравнение первого рода

Ах=у, x^DA, yeY. (1)

Предположим, что при у=уо существует точное решение ха уравнения 
(1) такое, что x^RB, где Ra — область значений усиленно непрерывного 
оператора В (см. (’)), отображающего рефлексивное банахово пространст­
во Z в X, но точное значение правой части у0 неизвестно. Вместо него дано 
некоторое приближение у. Требуется по у найти приближенное решение 
уравнения (1), в каком-то смысле близкое к точному решению х».

Для того чтобы по у можно было дать устойчивое приближенное реше­
ние х уравнения (1), необходима дополнительная информация о точном ре­
шении х0. Эта информация может быть различной. По ней встречающиеся 
в теории и практике нелинейпые неустойчивые задачи (см. (2-4)) можно 
разделить на две группы.

Отнесем к первой группе те задачи, у которых в качестве дополнитель­
ной информации известен уровень погрешности б начального данного 
у: 11(7—Ро||<б (см. (2, 3)); к задачам второй группы — те, у которых 
в качестве дополнительной информации известна константа М такая, что 
x0^BSM, где SM —- шар радиуса М с центром в точке 0 (см. (4)).

В дальнейшем задачи первой группы будем называть задачами I типа, 
задачи второй группы — задачами II типа.

Методом решения некорректно поставленной задачи произвольного типа 
естественно считать любое отображение Р (вообще говоря, многозначное) 
с областью определения DP=Y и областью значений RP^X, которое началь­
ным данным ставит в соответствие множество приближенных решений 
X =-Ру уравнения (1).

При этом можно ввести количественную характеристику точности мето­
да Р на классе корректности следующим, образом:

Д(Р) = sup $(Ру, Хо),
||у-Ах0[|<б

где ,В(77, У) = sup inf||x—xz||, а У, Т^Х.

Метод Pom будем называть оптимальным на классе ЗЭТ, если 

A(P„pl) = inf Д(Р),
PeP(Y, X)

где Р(У, X) —множество всех отображений Р с областью определения 
DP—Y и областью значений RP^X.
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Метод Р будем называть оптимальным по порядку на клас­
се 2R, если А (Р) ~А (Popt).

2. Об оптимальности методов невязки и аппроксима­
тивной невязки при решении задач I типа. Метод невязки 
(3, 5, 6) решения задачи I типа заключается в нахождении по у множества 

такого, что X=BZ, где множество Z удовлетворяет следующему усло­
вию: для любого z^Z

||z||= inf ||z||.
|Iabz-5||s;5

Через P обозначим отображение, которое начальным данным 
y^RA+Si>(,Q), где 56(0) = {у: НуЦ^б}, ставит в соответствие приближенное 
решение X, полученное методом невязки, а начальным данным у&Вл+ЗДО) 
ставит в соответствие 0:

У 10: ^7?л+5б(0).

Теорема 1. Метод невязки оптимален по порядку на классе т. е..

А(Р)^2 inf А(Р).
РеР(У, -¥)

Рассмотрим цепочки конечномерных подпространств пространства Z 
и У,

ZjC:Z2c: . . . cZn<= . . . <=Z,

__  __ . . . с=Уетс: . . . с:У,

такие, что U Z„=Z, U Ута = У, и последовательность линейных ограничен­

ных операторов {(У„} таких, что <?тУ=Ут и для любого р<=У Qmy~^y при;
Обозначим через Хълт множество хйпт таких, что х6пт=Вг^пт, 

a Ilz6nm||= inf l!z||. ' .
ze=Zn> \\QmABz —

Теорема 2. Для любого у такого, что р(у, /?А)<6, и для достаточна' 
больших тип Хъпт=£ф.

Множество Х = {хеУЗ , хпh^XV>, xnkmh-+x} будем называть

приближенным решением уравнения (1) при у=у, полу­
ченным методом аппроксимативной невязки.

Через Р обозначим отображение, которое начальным данным у, 
р(у, 2?л)<6 ставит в соответствие приближенное решение X уравнения (1), 
полученное методом аппроксимативной невязки, а начальным данным 
у: p(y, Ra) ^5 ставит в соответствие 0:

(X p(y,RA')<8,
I 0: p(y,RA)X>.

Теорема 3. Метод аппроксимативной невязки оптимален по порядку 
на классе ЗЭТ, т. е.

А(Р)^2 inf А(Р).

Теорема 4. Имеет место ^-сходимость множеств Хъпт к X при. 
п, т-^>-<х>, г. е.

sup inf_||^—У|Н0 при п,т-^<х.

Из теоремы 4 следует, что метод аппроксимативной невязки позволяет 
свести задачу приближенного решения операторного уравнения первого 
рода к конечномерной вариационной задаче. Для метода невязки подобный 
результат не имеет места.
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Заметим, что если Z — рефлексивное строго выпуклое пространство, а А 
и В — линейные операторы, то методы невязки и аппроксимативной невяз­
ки совпадают.

3. Об оптимальности мет од а к в а з и р е ш е н и й В. К. И в а- 
нова при решении задач II типа. Метод квазирешений (4) ре­
шения задач II типа заключается в нахождении по у множества Х-В.,, та­
кого, что X=BZ, где каждый элемент zeZ удовлетворяет условию

\\ABz—у\\ = inf \\ABz—у\\.
IPII-sm

Через Р обозначим отображение, которое начальным данным y^Y ста­
вит в соответствие квазирешение X.

Теорема 5. Метод квазирешений оптимален по порядку на классе 2U, 
т. е.

Д(/ЦС2 inf Д(Р).
FeP(Y, X)
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