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(Представлено академиком А. А. Дородницыным 29 IV 1974)

1. Под взвешенной предметной областью (в.п.о.) D спецификации 

(АогСо1°... /ios»'CoSo7iii-Cu"“ ... h1Sl-c"t... hul-Cntnn... h„sn ) (1)

донимается совокупность термов, которые строятся из с0^О переменных 
целого веса /=1,2,..., s0, и функциональных лг,-местных зна­
ков целого веса /г,^0, i=l, 2,..., и; /=1,2,..., sf, с помощью композиций. 
Терм и его вес индуктивно определяются следующими правилами: 1) пере­
менная а веса w есть терм а веса и?; 2) если а,, а2,..., di — переменные 
весов ip,, w2, . . ., иц соответственно и /(1) — i-местпый функциональный 
знак веса ш, то /(,) (а2, а2,..., а;) — терм веса w+wt+.. ,+wp, 3) никаких 
других термов не существует.

В работе находятся выражения для количества термов в в.п.о. с данным 
весом, обобщающие результаты работы (*). Решаются также задачи пере­
числения термов в в.п.о. по некоторым характеристикам, связанным с по­
нятием веса, и, наконец, рассматриваются некоторые вопросы кодировки 
термов одной предметной области термами другой предметной области.

2. Обозначим через ,щ(1)) количество термов веса кРА) в в.п.о. специфи­
кации (1) и через W(D; t) —соответствующую производящую функцию

JP(D;i) = У,

Производящая функция PK(D; t) удовлетворяет уравнению
8tso п *

Ty(D;O=Eco/,°7'+E(ECi/"')
3=1 1=1 3=1

Это уравнение алгебраическое степени m= шах {ш,}, его решение может

быть найдено по формуле Лагранжа (2) и имеет вид 

л(В;1)=£ Е (тДДг ... +mnkn') !Х
fe=0 h{+".+kri=h

где k{>0, ktj^O, ko=(mt—l)&i+ ... + (mn—l)/c„.
Теорема 1. Для количества термов веса к в в.п.о. спецификации (1) 

имеет место выражение

™k (D) = У, (тД + .. . + mnkn)l Ц , (3)
i—Q г

в котором суммирование ведется по всем системам целых неотрицательных 
чисел i—1, 2,..., п, /=1, 2,..., s;, удовлетворяющих условию
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71 ? t

J1, J1, к. b., = к,
1 = 0 J=1

где

&0 = (ти,—1) Ад+ ... +(m„.—!)&„, Ад = , А:ь> г=1,2,... ,п.
7=1

Формула (3) включает как частные случаи явные выражения для ко­
личества термов данной длины, валентности и сложности, полученные в ра­
боте (*). Полагая в (3) Ьц=1, получим выражение для числа термов дли­
ны к, поскольку' длина терма определяется как суммарное количество 
вхождений переменных и функциональных знаков; при До>=1 и bh=0, 
?>0, получим выражение для количества термов с числом вхождений 
переменных, равным к (валентность), и, наконец, при hvj=Q и hij=i, 
z>0, получим выражение для количества термов с числом вхождений 
функциональных знаков, равным к (сложность).

В работе (‘) изучались предметные области, в которых термы строи­
лись с использованием только конечного числа переменных. Введение веса 
позволяет решать задачи перечисления термов и для предметных областей 
с бесконечным количеством как переменных, так и функциональных зна­
ков. В уравнении (2) п и s, могут принимать бесконечные значения и, 
следовательно, соответствующие многочлены превратятся в степенные 
ряды. В этих случаях для конечности значения iuk(D) при конечном значе­
нии к необходимо выполнение некоторых условий, в частности следующе­
го: если т(=1 при некотором I, то для 7 = 1, 2,..., s„

Ниже приводятся два примера в.п.о., имеющих самостоятельное значе­
ние. В качестве первого примера в.п.о. с бесконечной спецификацией рас­
смотрим в.п.о. U со спецификацией

(1 • 1° 2 • 1° 3 • 1°... 1 ■ Г 2 ■ Г 3 • 11... 1 • 1; 2 • Г' 3 ■ Г ...).
Эту в.п.о. естественно называть универсальной, поскольку термы ее строят­
ся из бесконечного числа переменных всех положительных весов и беско­
нечного числа функциональных знаков всех местностей всех положитель­
ных весов. Для соответствующей производящей функции JP(U; t) уравне­
ние (2) принимает вид

W(U; t) f

Отсюда следует, что

1
1-t 1— PF(U; t) ’

(4)

В качестве второго примера в.п.о. с бесконечным числом переменных 
рассмотрим в.п.о. I), со спецификацией

(1 -1°2-1° 3-1°... г-1°... 0-12),
термы которой строятся из переменных с весами 1, 2, 3, ... и одного 2-мест­
ного функционального знака веса 0. Уравнение для производящей функ­
ции W(Dt; t) имеет в этом случае вид

}y(D1;0 = ^- + (^(D);i))\
1—7откуда

1=1
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Теорема 2. Между в.п.о. U и Dt существует взаимно однозначное 
соответствие.

Эта теорема обобщает на в.п.о. известный факт (1 — 1) соответствия (на 
языке деревьев) между классом упорядоченных деревьев и классом двоич­
ных деревьев ('*).

3. Глубиной вложенности данного вхождения терма а как подтерма 
в терм b называется число термов, содержащих данное вхождение. Можно 
говорить о глубине вложенности соответствующей переменной или функ­
ционального знака. Максимальная нз глубин вложенности всех вхожде­
ний переменных данного терма называется глубиной этого терма. Обозна­
чим через fh(k) количество термов в.п.о. спецификации (1) веса к с глуби­
ной, меньшей либо равной h, h^Q. Для соответствующей производящей 
функции

оо

Л=0

имеет место рекуррентное соотношение
30

F°(D;

J=1

i) = £

j=i

со/"о?+ у (у с°/ч) )иг-
i=i j=i

Потенциалом терма в в.п.о. назовем сумму по всем вхождениям всех 
знаков (переменных и функциональных) произведений глубин вложенно­
сти знаков на их веса. Для функциональных деревьев (*) будем называть 
потенциалом сумму произведений веса вершины на ее расстояние до кор­
ня дерева, взятую по всем вершинам дерева. Обозначим через ры количе­
ство термов веса к и потенциала I по в.п.о. спецификации (1).

Для производящей функции
ОО 00

P(D; ^?/) = У У,
й = 0 / = 0

pMxhyl

справедливо уравнение
sl 

SQ П 1

p(d; ж,у) = у c01xh^ + у (} (^(°;

j~i 1 = 1 j==i

Для универсальной предметной области U в соответствии с последним 
уравнением для P(U; ж, у) имеет место уравнение

H(U;^*/)
X 1

1—х 1-P(U; ху,у)
(6)

Отсюда получаем представление P(U; х, у) в виде цепной дроби

X
Р^-Х, y)=L^

1

I — лу
1 _ хУг

1 — ху2
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Из последнего представления для /’(U; х, у) получается выражение 
через базисные гипергеометрические функции (3)

P(U;x,2/) = х 2Ф0((1 + У5)/2, (1-У5)/2; ; t/,zt/2)

1—х 2Ф0 ((1+У5)/2, (1—У 5)/2; ; у, ху~) 
>

где
оо

2Фо(а; ; q,z) = 
(cz, g)„(ft; g)„ 

(g; ?)n
(a; g)»=l
(«; g)„=(l-a) (1— aq) ... (1-ag"-1)-

Обозначим через aw(V; к) среднее значение потенциала термов веса к 
из универсальной предметной области U. Для производящей функции

4W(U; х)
^(U; х,у)

ду

00
= у1[ awh (U)x\

й=л
с коэффициентами которой awk(V) величины aa>(U; к) связаны соотноше­
нием awh(V) =aw?(U; к) -wh(V), из уравнения (6) следует равенство

AW(V;x) = ------ -P(U;x,l). (7)
(1— х) (1— 5х)

Отсюда вытекает равенство

Для в.п.о. Di (см. пример 2) производящая функция P(Dt; х, у), пе­
речисляющая термы по потенциалу и весу, удовлетворяет уравнению

/’(Dj; ж,г/) = —— + (P(Dj; ху,уУ)\
1— х

Из этого уравнения для производящей функции Л ИДИ,; г) следует вы­
ражение

Р(В,;М). (8)

Поскольку Z’(U; х, 1) =P(D; х, 1), то сравнение соотношений (7) и (8) 
приводит к следующей теореме.

Теорема 3. При наличии (1 — 1) соответствия термов веса к в в.п.о. 
U и D, среднее значение потенциала таких термов из универсальной пред­
метной области в 2 раза меньше среднего значения потенциала соответ­
ствующих термов из в.п.о. Db функциональные деревья которой являются 
взвешенными двоичными деревьями.

Этот факт можно интерпретировать как меру «нотационных» затрат 
при кодировке термов из универсальной предметной области термами из 
Db содержащими только один двухместный функциональный знак. 
Вычислительный центр Поступило’
Академии паук СССР 13V1974
Москва
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