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О СИСТЕМАХ ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 
ДИНАМИЧЕСКИХ КОНТАКТНЫХ ЗАДАЧ

(Представлено академиком Ю. Н. Работновым 13 IX 1974)

(1)

Ряд плоских и осесимметричных контактных задач о вибрации штампов, 
жестко сцепленных со слоем пли слоистой средой, приводятся к одной из 
систем интегральных уравнений вида

2

FmnQn fm[x) t 772==l52j
72 = 1

1 Г ГI du dl:
2л J J— а а

(2)

finnan ' J* j* Rmn (ll) J1—[m/2] J1—[n/2] (ug)zi^„(£) dud^. (3)
0 O'!

Элементы матрицы Rmn связаны с элементами вещественной матрицы К,„„ 
соотношениями

Rmm Emm! П{2 P21==^A"12,

функции Kmm(u), cthwA12(w) обладают всеми перечисленными в работе (‘) 
свойствами функции К (и) п здесь не повторяются. Расположение контуров 
о, о, в зависимости от каждого конкретного случая необходимо брать в со­
ответствии с правилами, установленными в работах (1_3). Параметр а в пло­
ском случае — безразмерная полуширина штампа, в осесимметричном — без­
размерный радиус.

Будем считать, что изучается регулярный случай, причем все функции 
К,„п(и) имеют на вещественной оси одни и те же 2р полюсов ±£л, к= 
= 1, 2,... р, и при существует асимптотическое представление

Kmm(u) =С\и\~1[1+О(и~‘) ],
(5) 

К12(и) =Ви-1[)+0(иг1) ], С>|5|.

1°. Справедливы следующие утверждения.
Теорема 1. Пусть функции Ктп(и) обладают следующими свойст- 

вами:
1) [Х1Г1(^)]/>0, г=1,2, ...,р;

2) [Л1г1Сг)]/[а22-1(^)]'>{[х12-1(?г)]Д2;
3) существуют рациональные ограниченные на бесконечности функции 

П,„„(гг) с полюсами в точках ±£fi, k=l, 2,. . . , р, такие, что на вещественной 
оси имеют место неравенства

Ли (гг) Ри (и)+гХ12 (и) Pi2 (н) >0, 

[Ли(1г)Л22(и) —Л122(п) ] [Ри(а)Р22(и)—Р12(и)Р21(м) ]>0, 
Рт „(») = (—1)т"пП„1п (и) [Пи(и) П22(и) —П12(н) П21 (и) ]-1.
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Тогда система (1), (2) не может иметь в La, а>1, более одного ре- 
шения.

В случае системы (1), (3) все условия теоремы 1 остаются в силе, за 
исключением последнего, а именно добавляется требование четности и 
ограниченности функций Птт(м) и иПт„(и), in-и.

Доказательство теоремы 1 аналогично доказательству теоремы 1 в ра­
боте (*).

Будем считать, что матрицы-функции К (и ) факторизованы, т. е. имеют 
место представления (‘)

К(н) =М_ 1 (w)M+(ii)=N+“1(m)N_(ii) ; (6)

здесь M+(u), N+_1(b) — матрицы-функции с элементами регулярными, 
а определителями, отличными от нуля выше контура о. В области регу­
лярности каждый элемент указанных матриц имеет при больших и поря­
док Матрицы M__1(u), N_(u) обладают этими свойствами ниже
контура о.

Теорема 2. В условиях теоремы 1 системы интегральных уравнений 
(1) — (3) эквивалентные системам уравнений Фредгольма второго рода:

в случае (2)

ч 1 {•M_(-a)[N+-1(a)e-2ai“Y(a)+e-“taF(-a)]da 
Х(и)=— -— '--------------------------------------------- ---------------—-

2ni J а+иг

¥<“’—J--------------------- '“ДЙД------------------------------ '■
Г

X(u), Y(h) — векторы с элементами, регулярными ниже контура Г и убы­
вающими там с весом и\ у<1;

в случае (3)

z(») 1 с с N+(a)[C(a^)^+-1(^Z(^)+z2(a,a)A(a)2a]dftda 
4л2 J J (a—u) (a2—^2)

г, Г2
n>r!>r2.

Здесь приняты обозначения

C(a, P) = (a+p)I—0(a, J3, а^хДВ, a)x2(a, a) (a2—$2),
ap/„(aa)—aaJn+i(aa)H™ (P«) 

0„ (a, p, a) =----------------- ---------—-2------------------------ • (9)

Матрицы 0(a, {3, а) и xft(a, a) диагональные. Диагональными элемен­
тами первой являются 0i(a, (3, а) и 0o(a, Р, а), а второй — (a, а, 0).
Последние подбираются из условия их регулярности в нижней полуплос­
кости и следующих асимптотических свойств в этой области при |а|-^-°°:

ia'/!Zi(a, а, п)Н™ (а, а)-И, а'Лх2 (а, а, н)7п(аа)->1. (Ю)

В соотношении (7) F (а) — вектор, компонентами которого являются пре­
образования Фурье функций Д(л), А(а:) на [—а, а]; в соотношении (8) 
F (а) — вектор, первой и второй компонентами которого являются преобра­
зования Бесселя функций А (ж), А (г) порядков 1 и 0 соответственно.

Z(p)—вектор-функция, регулярная в окрестности контура о и убы­
вающая на нем с весом pv, у<1 при Контуры Г, Г\, Г2 располо­
жены в области регулярности вектор-функций X, Y, Z.
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Определив из систем уравнений (7), (8) векторы X, Y, Z, найдем затем 
векторы Q(u) соответственно из соотношений

K(rz)Q(u) =F(u) — М-1 (u) e_2aiuX(iz) — N+-‘ (и) e2ai“Y(-M), (11)
Q(“)={<2i(ii), (?2(к)};

K(m)Q(zz)=F(m) +J-J 0(n,p,a)N+-I(P)>«i(P,a)Z(P)cZ₽. (12)
О

Знание векторов Q(n), полученных из систем (11), (12), позволяет най­
ти решения интегральных уравнений (1) — (3) соответственно по формулам

оо
■1 "

9i(^) = — Qk(u) e~iux du, qt.(,r) — \ Qk(u')uJl-W2](tur') du. (13) 
J— oo 0

Система уравнений (7) фредгольмова на контуре Г в пространстве 
непрерывных с указанным весом функций. Система (8) несложным преоб­
разованием приводится к фредголъмовой на контуре Г2. Для построения 
приближенных решений уравнений (7), (8) можно использовать применен­
ную в работе (5) деформацию контуров; это особенно эффективно при при­
менении приближенной факторизации.

Приводимая ниже теорема позволяет использовать приближенную 
аппроксимацию матриц для построения приближенных решений.

Теорема 3. Пусть матрицы К и К* с элементами Ктп(и) и К,„Т(и) 
обладают перечисленными выше свойствами, в том числе и (5). Пусть, 
кроме того, соответствующие элементы матриц удовлетворяют условиям 
теоремы 3 работы (5).

Тогда решения уравнения (1) и уравнения с ядром, описываемым мат­
рицей К‘, также удовлетворяют условиям указанной теоремы.

2°. Условия, наложенные па матрицу К (и) выше, обеспечивают в со­
ответствии с общими теоремами, изложенными -в (4), ее факторизацию 
в форме (6).

Однако построение в явном виде матриц М±, N± невозможно. Поэтому 
применим приближенную факторизацию, заменив факторизацию матрицы 
К (и) факторизацией матрицы К* (и), удовлетворяющей условиям теоре­
мы (3).

Для построения матрицы К* (и) введем в рассмотрение функционально­
коммутативную матрицу Ф(м) с элементами <pran(w) вида

фи=ф22=Х11(»), ф12=—ф21=;Х12(гг). (14)

Факторизация матрицы Ф (и) осуществляется с помощью функций от 
матриц в явном виде. В результате получается представление

Ф (и) =Ф+(и) Ф_ (и) =Ф_ (и) Ф+ (и),

2ф± (и)=2Ф + (и)=5±(и)+7’±(и), 2ф±(п)=2ф^1(и)=Н5±(и)-7’±(п)];

S^S^K^+K^, Т+Т^К^-К^. . (16)

Введем теперь в рассмотрение матрицу
Н(п) =Ф_-1(и)К(п) Ф+-‘ (и). (17)

Ее элементы Пт„(и) имеют вид

Яи=1+0,25ф 1X2L (“) ’ 7^22=1+0,25ф цфцЬ(и), 

Я12=-0,25/ф-ф^ 7/21=0,25«p;/p;2 + (h),
L(u) = (K22~Kll) [det Ф(и) ].
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(18)

(19)

Несложный анализ позволяет установить следующие асимптотические 
свойства элементов матрицы Ф^1 и Н при п-^-±оо:

о~‘ср±=(+ш) -0±+(::Рги)-0++(9(и-1), 
ст'ф±=(+ш)~е±— (+ги) _9++O(iz_1),

о= (С2—В)v<, 0±=0,5±in_’arcth (BJC),
77ип(н) =1+0(п-1), Нтп(и)==0(и~'), т=£п.

Представим теперь матрицу Н (н) в форме'

Н(гг)=Н1(м)+иН2(и);
элементы матриц НДи), H2(u) четные и могут иметь конечное число на 
вещественной оси полюсов.

Аппроксимируем элементы матриц НА(п) рациональными функциями 
с помощью полиномов С. Н. Бернштейна, как это было сделано в работе (’). 
Будем при этом требовать, чтобы разность модулей элементов матриц Нь(н) 
п аппроксимирующих, отнесенная к | det Н(н) | на вещественной оси, была 
мала. В результате матрица Н(и) аппроксимируется матрицей Н‘(в) с ра­
циональными элементами. Последняя, как известно (6), факторизуется в 
явном виде, т. е. строится представление

Н*(и) =H_*(n)H+*(w). (20)
Принимая во внимание (17), находим

К(и) «К* (и) =Ф_ (и) Н_‘ (и) И/ (и) Ф+(»).
Таким путем строится приближенная факторизация (6). Поменяв в со­

отношении (17) местами Ф и Ф_, этим же путем простроим вторую при­
ближенную факторизацию (6).

Отметим, что асимптотические свойства при у элементов мат­
риц К(м), К’(гг) и Ф(н) одни и тс же и описываются формулами (18).

Факторизацию (16) также можно произвести приближенно. Достаточно 
для этого воспользоваться представлением

/г* (и) = [Кц(и) ±К12(и) ] (6—iuy±(b+iu)e=fO~2= 
=hl±(u)+uh2±(u)==l+O(u~z),

где функции h^tu) четные, которые с помощью приемов работы (5) ап­
проксимируются рациональными. Как и в работе (5), число b рекоменду­
ется подбирать по возможности большим.
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