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(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым 25 VII 1974)

Пусть <£ — конечная совокупность действительных чисел Х{, Z=l, 2,.. . 
... ,N, таких, что Xj<X2<. • .<XN. Свяжем с J функцию распределения 
FN(x) =l/N, где I — число Ха^х.

Путем случайного выбора без возвращения из Ж последовательно из­
влекаем п чисел и располагаем их в порядке возрастания: х1<х2<...<х„. 
Стало быть, ж1=Хг1<ж2=Хг2<. . .<xn=Xin, при этом lsSZ1<Z2<.. .<ln^N, 
k^lASJV—n+k, k=l, 2,. . . , п. По результатам выборки определим эмпи­
рическую функцию распределения Fn(x)=k/n, где /с — число xh^x.

Далее, введем в рассмотрение случайные величины

ДД'= sup (Fn(x) — Fn(x) ), A~n= sup (FK (x) —F„ (x)), (1)
— X<ZX<OO — oo<x<oo

A„,x= sup |Fn(x) — FN(x) |. (2)

Статистика Д„, N недавно была предложена Ю. К. Беляевым (’) в ка­
честве естественного аналога непараметрического критерия А. Н. Колмо­
горова (2~5) для выборок из конечных совокупностей. Относительно Д„, N 
Ю. К. Беляев и Л. В. Рыкова в совместной работе (в) показали, что при 

n->oo, lim (n/N)=v0, 0<v0<l имеет место соотношение

limР( 1/ sup |F„(x) — Fn(x) |<аА = V* ( —l)Je“2-'2V. (3)
\ r N— п I

Положим
(4) 

D+(re1, га2) = sup (T„t(x)—Gni(x)), D-(n^nT)= sup (G,12(x) — Tni(x)),
— coCxCoc —oo<x<oo

О(Щ, Пг) = Sup | T„,(x) —G„2(x) |,
— ocCxCoo

где Tni (x) и Gn2 (x) — эмпирические функции распределения, построенные 
по совокупностям взаимно независимых случайных величин (|15 %2,.. ., £„,) 
и (т]1, т]2,..., Г)пг) соответственно с одинаковой непрерывной функцией рас­
пределения. Следовательно, (4) — классические двухвыборочные статисти­
ки Н. В. Смирнова (7,8). Аналоги статистик (4) для выборок из конечных 
совокупностей, были предметом рассмотрений Л. В. Рыковой (9).

В нашей работе проводится исследование группы задач, связанных со 
статистиками (1) и (2). Сюда в первую очередь относятся теоремы о сов­

местном распределении случайных величин д и дп+у как при любых 

конечных значениях п и N, так и при min (га, N—ri) включая теоремы 
о полном асимптотическом разложении и большие уклонения.

Теорема 1. Справедливы формулы
+ [k lh\ / 1к-1 кА \

Д«х= max--------- -- , Д„к= max —------------- ,
\ П N / \ N п /

(5) 
An,w= гоах(Д„,2У, Д„+л).

1251



Доказательство (5) основано на том замечании, что разность- 
Fn(x) — Fn{x) изменяется лишь при ж=Х,-, /=1, 2,. . ., п.

Теорема 2. При любых а>0 и Ь>0 справедлива формула

Р&n,N<a) = ■ nI ||Са j+w-iUfc—i,гм-.»!> (6)
где

t г kN+nNa+n-N 1 , Д „
aA=min — I —-----------------------I, N—n+k+l J-, к=1,2,...,п,

j'N—nNb 1 . д
------------ J.7-1|, 7=1,2,п,

символ [z] обозначает наибольшее целое число, не превосходящее zr 
| 11<4Лл—1,2.... п| обозначает определитель матрицы порядка п с общим-

7=1' 2, п

элементом dkj.
При N=np, р целое, формула (6) редуцируется к формуле

P(Annp<^&, А 1

{3j=max

1 
г ~ пр

Г Пр+Эо
L (Xq+Po J

j
j=i 1

7=1

Г nP+Po ~[
L tto+₽o J

£
7=1

Г ' nP

[_ CLo+Pq

£
7=1

?-1 (ао+^о) -яД. (а0)

Ля. (ctoT^o) • • • Лт . (ао+Ро) -лД. (Ро) +

(tZo + ^o) -Лт. (Яо + Ро) +

где, во-первых, а0=— [— npa], $0=—[—npb]; во-вторых, сумма 2ji содержит 
все слагаемые, отвечающие неотрицательным целым числам под условием 
пг,+.. ,+тпр=п, а сумма £2 — все слагаемые, отвечающие неотрицательным 
целым числам под условием тД.. ,+mj+l=n; в-третьих, при а>1 и целом 
т>0

(а—1) а—кр2+кр
(кр+а— 1) (А:(р—1)+а)

/ кр+а—1 \ / (т—к) р—а, \ 
\ к / \ т—к /

а / кр+а—1 \ / (т—к)р~а
к(р— 11+а \ к / \ гп- -к

k=0

если а<тр—1, и лт(а) =лт*(а) =0, если а>тр—1.
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Теорема 3. При любых п>0, &>0 и N^-n+1 справедлива формула 
, - / Nb Na \

P(kn,N<b; kn,N<a)=P (D+(n,N-n)<~—; D~(n,N-n)< —---- ) .£7)
\ N—n N—n!

Теорема 4. При любых фиксированных числах Xt>0 и Х2>0 справед­
лива формула

lim Р
mln(n, Лт—п)-^-со

nN
N—n

-i/ nN
' N—n

&n,N<М;

(8)

Доказательство (8) основано на формуле (7) и известных теоре­
мах Гихмана (10).

Теорема 5. При р^2 имеет место формула (асимптотического харак­
тера)

У2лпСпРп
ОО СО 00

X У, | (27—1, И) + ^е~21К^+^к (2/-1, Я) -
k = o /=1 3—1

^^е-2[л^.2)Г[Л<(2Ля)+Р?(2ЛЯ)]]- \

J=1

(9)

где QP(2i—l, И), Qh2(2j— 1, Я), PP(2j, Н), Рр(2], П) обозначают соответст­
венно результат замены степени zl, входящей в полином Qh(2j—1, z) ‘z\ на 
2~l/2Hi(\2[]ki+ (/—1)Лг]), 2_//2Я;(1/'2[ (/—l^j+Zta]), степени z\ входящей 
в Ръ (2/, z) -z4, на 2~l/2Hl(J2j (%j+%2)) и степени zl, входящей в Рр (2/, z) -zh, 
на2~1/2Н1(У2](К1+^)).

Упомянутые полиномы (4(2/—1, z), Рр (2/, z) и PP (2j, z) вводятся це­
почкой формул:

• (a)

co

(6)
A=1 ' 4=0

( /о- пГи . 1—<Ot—COaq
(2j— 1) Мът----- I----- . если

I L Vp(p-l) J Vp(p-l)

X ,■]. e„„ 4a2;

7c=l,

■X'
(k+2) (k+2)\

(Vp(p-1))!-+2

(в)
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Bk(‘2j, z) =
21 гЬЩЛГ + ---------- , если k_lt

L 2 Vptp—l) Vp(p-l) J
■ l+(-l)ft , l+(-l)ft 2 + Bh+2 pk+i-(p-iy+3-i

2 2 (A+2) (/c+2)! (Ур(р-1)к+2
если к >2:

00 co

exp {E(2A z) xk}=E/v (2/> z) 'xk'
fe=l k—0

Rh\2j,Z) =

(r>

2/

2; Г±±Шл/,+ 1д^1 +*,„ eM„ t_!,
L 2 }p(p-i) J

= • 2/ | 1+<-D;i 2h+2Bll+2 p^_(/?_ir+3_1
| 1 2 k 2 (A+2) (k+2)T Cip(p- l)hi2 ~

[если k^2.
Наконец, Bk - число Бернулли, Л (t) — полином Эрмита,
al=~[-ki1np(p-l)]-'kl1np(p-i), (о2=-[-Л,27пр(/7-1) ]—k2\'np(p-i')..

Доказательство (9) основано на представлении вероятности

1/ пр
' р-1

в виде контурного интеграла, установлении свойств подынтегральной 
функции и применении асимптотического метода Лапласа при большом 
значении параметра п, при этом применяется теорема 2.

Формулы (7) и (9) вместе дают полное асимптотическое разложение 
вероятности

в ряд по степеням \/1[п при любом фиксированном целом р>1. При 
Xi=X2=^ и р = о° (9) редуцируется к формуле, найденной ранее автором 
в работах (и,12).

Заметим, что формула (7) и результаты Боровкова (13), Боровкова 
и Рогозина (14) дают ответ на вопрос о больших уклонениях для Д-крите- 
риев (1) и (2).
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16 VII 1974
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