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Пусть у аналитической автономной системы обыкновенных дифферен­
циальных уравнений имеется инвариантный неприводимый /с-мерный тор 

заполненный условно периодическими решениями;
Задача 1. В окрестности тора найти все инвариантные аналити­

ческие множества, содержащие тор
Для решения этой классической задачи воспользуемся преобразованием 

исходной системы к нормальной форме (*).  Предположим, что система на 
торе ТГ приводима, и (coi,. . . , ®л)=О — частоты на торе ТГ, тогда

<Р, Q>=p1(Oi+.. .+/ч(щч-0 ' (1)

для всех /JTrZft, РУО. Предположим также, что система в вариациях при­
водима и имеет I собственных чисел с нулевыми вещественными частями 
(Xi,. . . , Хг) =А и ш — с ненулевыми (щ,. . . , ц,„) =М. Тогда в подходя­
щих локальных координатах (*)  Х=(ж15.. ., xk), Y=(yt,. . . , г/г), Z= 
= (z1;. .., zm) система примет вид

X=Q+FW (X, Y, Z, Е),
Y=AMY+FW(X,Y,Z,E), (2)
2=A(2)Z+P<2)(X, У, Z, Е),

где Л(1’ и А<2) — постоянные матрицы, имеющие нормальную форму, их 
диагонали суть А и М соответственно; Е=(е,!, . . . , е„) — малые параметры. 
Функции Г0) аналитичны по всем переменным и 2л-периодичны по X 
в области

|ImX|<e0, |У|<е0, |Z|<e0, |Е|<е0, (3)
т. е. они разлагаются в ряды Тейлора — Фурье

р<«= У F^sY^E8 exp i<P, Х>, (4)

где РеА7Т, (FZQeFL1, OyS'CZ”, YQ=yA . . . уА, и ряды (4) абсо­
лютно сходятся в области (3). При У=0, Z=0, Е=0 аннулируются функ­
ции Р(0), Р(1), Р<2’ и матрицы dF^/dY, dF(l'/dZ, OF^/dY, dF^/dZ'. Top 
определяется уравнениями Re X=0, Y=0, Z=0, E=0.

1. Обозначим через .УА- кольцо функций. /(X), аналитических и 2л-пе- 
рподических по X вблизи IinX=0. Функция разлагается в абсо­
лютно сходящийся ряд Фурье. Обозначим через ^Х[[У, Z, Е]] кольцо 
формальных степенных рядов от Y, Z. Е с коэффициентами из (7Х', всякий 
ряд из [ [ Y, Z, Е] ] может быть представлен в виде (4).

Пусть Re Ц1=С.. ,<Re ,um_<0<Re in.,.., _■ ,=У. . .УПе цт. Всякий вектор W= 
= (wi,..., wm) будем разбивать на два подвектора П'У = (гщ,. . ., wm_) 
и ИУ= . . . , щи). Сделаем формальную замену локальных коор­
динат:

(5)
X=U+E^(U, V, W, Е), 
Y=v+E(l\U, V, W, Е), 
Z=W+ES1} (U, V, W, Е),
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где ряды [V, W, Е] ]; при 7=0, W=0, Е=0 аннулируются векторы
Е<°>, Е(1>, Е<2> и матрицы dB(I)/dV, dB(lVdW, dB(2)/dV, dB(2)/dW. Замена (5) 
обратима, она переводит систему (2) в формальную систему

Сг=Ф(и, V, Е~)+Ф(и, V, W, Е),
V, E)+^(U, -V, W, Е),

(6)
11А=Х (С, V, W_,E)+X_(U, V, W,E),
Ty+=X+(U„V,W+,E)+X+(U,V,W,E),

где правые пасти принадлежат £Pu[[V, W, Е]]; Ф=0, Ч-г=0 при W=0; 
Х_=0 при 17+=0; Х+=0 при W-=0; наконец, Ф=£2, Чг=0, Х=0, d4r/dV= 
=А(1), dX/dV=0, dX/dW=0 при 7=0, 17=0, Е=0. Ряды Фи 'Р' не зависят 
от W, а ряды X.. и Х+ — от W+ и W- соответственно. Рассмотрим для них 
разложения

ф= J^ OP(5SV«Esexpi<P, Е>; (7)

'ф;=^=  ̂у1, giPQsVQEs exp i<P, U>; (8)

7j=Wihi=Wj V. h]PQRSVQWREs exp i<P, U>. (9)

Систему (6) назовем полунормальной формой (2), если:
1) разложения (7), (8) обладают свойствами нормальной формы, т. е. 

коэффициенты и gjPQS отличны от нуля только при 
i<P, Л)=0. (Ю)

2) Ф=0, Ф=о, х_=х=о при 17_=0;

Ф=0, ф=о, х+=х+=о при Т7+=0.
3) в разложении (9) отличны от нуля лишь те коэффициенты hjPQnS.

для которых <Е, Re МУ =0.
Обозначим q^—1, остальные координаты ^=0} и N'=

=N7 U. . .UNA Для каждого положим
y(<2)=lim|P|-1ln |i<P, fi> + «2, A>|,

где нижний предел берется по тем PeZft, которые не удовлетворяют урав­
нению (10), при |Р|->оо.

Ограничение 1. у (Q) ^0 для всех <2eN' *.

* В работе (3) в ограничениях 3 (п. 1^Г) и 3' (п. 5 —А) неравенство у (<?)> — °° 
надо заменить на у (0^0.

Теорема 1. Для системы (2), удовлетворяющей ограничению 1, су­
ществует формальное преобразование (5) к полунормальной форме (6).

Для полунормальной формы (6) интегральными являются формальные 
многообразия

7/ {7. V, W, Е: Т7+=0}, Ж+ = {Е, V, W, Е: 17=0},

T={U, V, W, Е: Т7=0}=Ж_ЛЖ+.
2.. Система уравнений Д=. . .=/„=0 определяет формальное множест­

во «<, если все fj^&u[ [V, W, Е]] и 7=0 при 7=0, 17=0, Е=0. В кольце 
^Pu[[V, 17, Е]] формальному множеству Л соответствует идеал У. Мно­
жество Л является аналитическим, если в идеале У есть базис из абсо­
лютно сходящихся рядов. Ряд |e^* lz[[7, 17, Е] ] сходится на множестве 
Л, если существует такой абсолютно сходящийся ряд Це-75[.-[[7, W, Е] ], 
что цеУ-
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Задача 2. Найти формальные множества, на которых полунормали­
зующее преобразование (5) сходится.

По полунормальной форме (6) определим формальное множество 
si-w={U, V, W, Е: Ф=Пщ (11)

где а — свободный параметр. Множество тЛ-п- содержит инвариантные под­
множества и При этом
множество Re^ заполнено условно периодическими решениями, а на 
множествах Re и Re^+ решения стремятся к Re st- при и —
соответственно.

Теорема 2. Если в системе (2) числа гео,,..., ico&, X,,,.., Xi попарно 
соизмеримы, то полунормализующее преобразование (5) аналитично на 
множестве s4-w, и само это множество аналитично.

Пусть L=[ki,...,XJ — диагональная матрица. Рассмотрим на мно­
жестве квадратную матрицу порядка к+1

дФ/dU дф/dV \ 
dW/dU d^/dV-La) ’ (12) 

где а — тот же параметр, что ив (И). Множеством назовем такое под­
множество множества на котором матрица (12) нильпотентна, т. е.

^W={U, V, W, Е- U, V, W, E^w, Bh+l=+)}.

Положим а3=min |z<P, £!>+<(?, А> | по P^Lk, (JeN1, г<Р, A>=?fc0,
И + |<2|<2’, /=1, 2,...

Условие f.
0O 
£2-lnaj>-oo.
J=1

Теорема 3. Если для системы (2) выполнено условие то полунор­
мализующее преобразование (5) сходится на множестве и само это 
множество аналитично.

3. Пусть рассмотрим координатное подпространство
XV={U, V, W, Е: vt,+l=. . .=Vl=0}.

Теорема 4. Если числа мщ,.. . , i<ak, Хь ..., Хи попарно соизмеримы, 
то множество s&w'w аналитично в системе (2).

Условие^.
со 
у1,2~’ In а/>—°°,
j = l |

где а' определяются так же, как а3-, но при добавочном ограничении 
Ф-+1+.. ,+дг^0.

Теорема 5. Если для системы (2) выполнено условие [г, то множе­
ство 3&w" аналитично для системы (2).

Множества и &w" содержат инвариантные компоненты, получа­
ющиеся при пересечении с множествами Ж_., W+, Т. Теоремы 4 и 5 обоб­
щают теоремы 2 и 3; согласно (1) теоремы 2 и 4 работают только при /с=0 
и й=1, когда ST — неподвижное или периодическое решение соответствен­
но. Итак, если нет «малых знаменателей», то аналитическим будет мно­
жество или его подмножество (теоремы 2 и 4). Если же есть
«малые знаменатели», то аналитическим будет множество которое
выделяется в множестве .У-и- условием нильпотентности матрицы (12). 
В некоторых специальных системах (гамильтоновых или обратимых) 
матрица (12) рртпду нильпотентна и вычисление множества упроща- 
2 Зак. 114^0, тЛ2б®^ЧаУя ' ? 1257
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ется. В (3) показано, что теоремы 1—5 охватывают три группы результа­
тов: 1) об аналитичности нормализующего и полунормализующего преоб­
разований (см. (2,4_6) и др.); 2) о существовании периодических решений 
и продолжении их по параметру — теоремы Ляпунова, Пуанкаре и их 
обобщения (см. (7,8) и др.); 3) о существовании условно периодических 
решении и о их продолжении по параметрам (см. (9~15) и др.).

Пример. Пусть Zc=Z^2, т=0, п=1 и система (2) гамильтонова.. 
Тогда Л=0 и нормальная форма (6) также гамильтонова,

O=dh/dV, \'r=-dh/dU,

где благодаря (1) гамильтониан h не зависит от U:

h=<V, Q>+72<CV, Е>+О(е)+О(|У|3). (13}

Поэтому W^—dh/dU=0 и множество определяется системой
<D^dh/dV=Qa. (14>

Матрица (12) везде нильпотентна, ибо

/О d7i/dVdVНо о

т. е. множество определяется системой (14), которая согласно (13)
имеет вид CV+ . . . =Q(a—1). Если det Су-0, то по теореме о неявной 
функции эта система имеет единственное решение V—V°(a—i, е), 
V0 (0, 0) =0. Оно дает двупараметрическое семейство ^-мерных инвариант­
ных торов с частотами Qa. Если Q удовлетворяет условию р, то по теореме- 
3 это семейство аналитично. При а=1 получаем однопараметрическое се­
мейство /с-мерных торов с частотами Q — это теорема 1 в (9).
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