
Доклады Академии наук СССР
1975. Том 220, № 1

УДК 530.145 МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ФИЗИКА

Б. Г. КОНОПЕЛЬЧЕНКО, Ю. Б. РУМЕР

НЕКОМПАКТНАЯ АЛГЕБРА SO (2,1) И КЛАССИФИКАЦИЯ 
ПОТЕНЦИАЛОВ В УРАВНЕНИИ ШРЕДИНГЕРА

(Представлено академиком С. Т. Беляевым 16 V 1974)

Мы рассматриваем возможность формулировки задач квантовой меха­
ники не на языке операторов р и q алгебры Гайзенберга, а на языке опе­
раторов Ni, N2, N3 некомпактной алгебры SO (2,1). Мы покажем, что для 
некоторого класса потенциалов уравнение Шредингера (p2/2m+V(q) — 
—Е) ф=0 может быть записано в «TV-представлении» в виде

[Q-NN-R(E, l)IV4-S(E, l)N-T(E, Z) ]ф=0, (1)

где N=N3±Nl, оператор Казимира Q=—N2—N22+N32, коэффициенты R, 
S, T могут зависеть как от энергии Е, так и от орбитального момента I.

Выбираем то представление алгебры SO (2,1), для которого @=<р(<р+ 
+1) =Т и, линеаризуя уравнение (1), получаем

N+RN—S=Q.
+ +

Далее, совершая каноническое преобразование А-*Аете (тильт) (“), 
где для дискретного спектра ee=~!R, и учитывая, что спектр оператора А3 
имеет вид {А3}=~ф+«, n=0, 1, 2,..., находим уравнение

--------------- S(E,l) 
7,+и+11Л+7,(Е,/) =----- , (2)

2VK(K,Z)

которое определяет спектр энергии системы, описываемой уравнени­
ем (1), как функцию квантовых чисел п и Z.+ ——.

Выберем реализацию операторов N, N, N2 в виде

ZV=a(r), iZV2==/(r)+g(r)^-,
dr , х

+ d d2 3
А'=Х(г)+ц(г)—+ v(r)—.

dr dr

Шесть функций a, f, g, X, |i, v удовлетворяют четырем независимым 
уравнениям, вытекающим из перестановочных соотношений для опера­
торов Nt, N2, N3 (2). Если в качестве двух произвольных функций выбрать 
а и / и использовать выражение для оператора Казимира, то общее реше­
ние этих уравнений имеет вид (2)

g
а

f ч 
а

f_ + j___ Г_ + ф(ф+1)
a a a a

где штрих обозначает дифференцирование по г.
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Запишем уравнение (1) в реализации (3), учитывая (4):

44 + ( 2/4 -4-+ Г-1+ 4 /■-««•■+&-Z--O. (5)
a dr2 \ a а 1 dr а.

Для сферически-симметричных задач радиальное уравнение Шредин­
гера имеет вид

/_J_A__L4+4±4+E(r)_E),(r)=0.
\ 2m dr2 mr dr 2тг2 /

(6)

Сравнивая (5) и (6), находим условия существования «TV-представле­
ния» (1) для уравнения (6):

а а2а" 2 а2 
2f~,------- --а а

(7)

f-f + ^j'-R^+Sa-T}^-
a X a /

Из (7) и (8) следует

4 Z(Z+1) R ,
Щг)=Е-~—/- + a 2

2mr 2m
S a'2

r a'2 ’
Z(Z+1)- + 2m£-2mZ7(r). (8)

r2

4m a' ',
(9)

Для потенциалов, не зависящих от Е и I, получаем условия 
dR 1 dS 1 дТ _ 2m
дЕ а ОЕ а2 ОЕ а'2 ’

dR 1 ds 1 ОТ _ 21+1
dl а 01 a2 dl r2a'2

(Ю)

(И)

Таким образом, только для потенциалов, удовлетворяющих уравнени­
ям (9) —(И), задачи квантовой механики могут быть сформулированы на 
языке алгебры SO(2, 1), т. е. в «TV-представлении».

Все задачи, удовлетворяющие (9) —(11), можно разбить на три клас­
са. Для потенциалов первого класса только одна из величин dR/дЕ, dS/dE, 
дТ/дЕ отлична от нуля и максимум одна из величин dR/dl, dS/dl, дТ/dl 
•отлична от нуля. Для потенциалов первого класса система уравнений 
(9) —(11) имеет только три решения (2):

1) dR/dE^O, dT/dl+Q; dS/dE=dT/dE=dR/dl=dS/dl=Q.

R(E}=R'E, 2?'=const<0, .—-—
-i 2m 

a(r) = '■
7(Z)=Z(Z+1)+4, 4=const,

Спектр энергии определяется формулой (2) и имеет вид

Е= —— (1/2+m+VZ(Z+1)+1/4+4)-2.
4(—R )

Потенциал

/7(Д =
S 1 А 1---------+-------

l—2mR' г 2т г2

2) dS/dE^Q, 0T/dl++, dR/dE=dT/0E=dR/dl=dS/dl=0.

S(E}=S'E, S'=const, . m 2
Ttl^/Jtl+D+B, B=const, ar~2S7’r'
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Спектр

21/R / 1 -----------------------\
е = \Т + n+y (z+1) +l/i+B)

и потенциал
IT/ . mR , , / 2В 3 \ 1

V ' 25'2 \ т 8т/ г2

3) /=о. дТ/дЕ^О; dR/dE=dS/dE=dR/dl=dS/dl=dT/dl=Q.

Т (Е) = Т'E—l/\, T'=const<0, а(г)=ехр(-У--^рг) .

Спектр
1

------ п
2

)■
Потенциал:

Щг) R
(_Г) «чц-21/

Эти три потенциала уже рассматривались ранее в работах (*, 3, 4). Мы 
здесь показали, что перечисленными тремя потенциалами исчерпываются 
потенциалы первого класса.

Для потенциалов второго класса, когда две из производных в уравне­
нии (10) и две производные в уравнении (11) отличны от нуля, и по­
тенциалов третьего класса, когда все производные отличны от нуля, на­
хождение явного вида потенциалов связано с алгебраическими трудностя­
ми и они могут быть заданы лишь в неявном виде (2).

Для задач всех трех классов существует простое соотношение между 
волновыми функциями ф„(г) дискретного спектра и собственными функ­
циями Q(n (г) оператора Ns (2):

где Q<3> (а)=(2п3> (г) и зависимость а от г определяется формулой (10).
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