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В статье (*) автором установлены общие теоремы о спектре индуци­
рованных представлений на компактных симметрических пространствах. 
В настоящей статье эти результаты применяются к исследованию важней­
шего частного случая индуцированных представлений — изучению спект­
ра пространства векторных полей на компактном симметрическом прост­
ранстве.

1°. Ниже будем использовать обозначения (‘) с оговоркой, что все век­
торные пространства, в том числе алгебры Ли, рассматриваются над по­
лем комплексных чисел.

Через 0+©ш+ обозначает подпространство . S 07 алгебры 0; это V>0 
v£6

пространство изоморфно, как m-модуль, пространству здесь через ©
обозначается ортогональное дополнение относительно формы Киллинга.

Для любого m-модуля V через W(V") обозначим подпространство векто­
ров, старших для подалгебры Ш. Размерность пространства ЕИ(р®а) для 
симметрических пространств с неабелевой подалгеброй m приводится в 
табл. 1 (если подалгебра Ш абелева, то W (р) =р).

Будем называть корневой вектор ху средним вектором а-серйи, 
если [ха, rrv]¥=O, [х_а, Вектор, не являющийся средним вектором
a-серии, будем называть крайним для корня а.

П р е д л о ж е н и е. Пусть жтерР(0+01П+), причем ху —средний для 
некоторого корня а. Пусть симметрическое пространство G/К неприво­
димо. Тогда

(I) алгебра 0 имеет тип В, С, F или G;
(II) симметрическое пространство G/К имеет тип II, или же 

rang G/A=rang G;
(Ш) корень а единствен.
Перечень корней у, средних для некоторого простого корня а, приво­

дится в табл, 2.
2°. Пусть у — вес алгебры 0, причем для любого компактного простого 

корня р выполняется условие <у, Через будем обозначать наимень­
ший старший вес алгебры 0 вида у+%0, ^ое/(О). Через Л0(а) будем обозна­
чать наименьший вес /.^7(0), удовлетворяющий условию <А., а>=/=0.

Определим для каждого корня у алгебры 0 такого, что xy^W(0+®ш+), 
старший вес А (у) алгебры 0 условием!

' у, если для всех простых корней а вектор xv крайний или если 
0=G2, 0«=Л1, ■у=а1+а2;
^+Хо(а), если .rv —средний вектор a-серии корней (за исключе- 

. нием упомянутого случая).
Основное содержание статьи заключается в следующем утверждении.
Теорема. Пусть {хУ1,.. ., — базис весовых векторов пространст­

ва 1Г(0+©Ш+), ... ,1.т, — старшие веса, определенные в ((*), п. 6).
Положим

. _ I
i_lA(Yi-P),

г=1, ...,р, 
i=p+i,... ,п.
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Тогда

/(V)= U {Л;+ХоДо^7(0)}.
г=1

Эта теорема иллюстрируется табл. 3, в которой приведены веса Л, для 
представления в векторных полях на компактных симметрических прост­
ранствах ранга 1 (за исключением сфер, для которых спектр найден в ра­
боте (2)). Используя результаты Д. П. Желобенко (3), можно показать, 
что в этих случаях множество I (р) совпадает со спектром I (р) представле­
ния в векторных полях.

Размерность пространства W (р © а) для симметрических пространств 
с неабелВвой > подалгеброй tn

Таблица 1

G/K m п — р —
= dim W (р О а) Примечания G/K m п — р

А II nf+1 Р(р + 1)/2 £111 8

А III Р(2Р + 1) P<(Z-l)/2 £ IV О4 3

BI Р2 р < Z — 1 Е VI 4 24

D\ Р2 р < 1 — 2 Е VII Dt 9

D III Р2 1 = 2р £1Х Di 24

PHI Af-Dt Р(р + 2) Z = 2p-J- 1 F II Bs 2

СП В1-2р '^1 р(р + 1)

Положительные корни т, удовлетворяющие условию 
{На еП: т + ае S}.

Таблица 2

9 «(7) Примечания

В! Аг_1

Ct Л1 4" Аз, . ■. т а (А. + Aj+1) = \ — Ai+1
Fi Ai, Аг, А:ь А — Аг, А — Аз, а (Ар = Kt, а (А — Ар = А = V-2 (Ai + Аз + Аз 4“ Ад)

А —■ Ад = Ai - А
С2 Я1 + 0(2, СС1 + 2аз а2 {«!, а2} = П (G2)

3°. В последнем пункте статьи (’) было отмечено, что некоторые из 
Изложенных в ней результатов справедливы для несколько более общего 
вида пространств, чем симметрические. Опишем эти пространства.

Пусть G — компактная группа Ли, К — ее замкнутая подгруппа. 
Мы будем говорить, что для однородного пространства G/К имеет место 
аналог разложения Ивасава, и называть пространство G/К к в а з и сим- 
мет р и ч е с к и м, - если существует такой выбор подалгебры Картана I) 
в алгебре g и упорядочения в системе корней, что для любого вектора 

существуют такие векторы z/ef и zel)®g-, что x=y+z. Ясно, что каж­
дое симметрическое пространство является квазисимметрическим.

Предложение. Пусть К/M — орбита общего положения подгруп­
пы К в окрестности полюса о= {A} ^G/К.

Тогда, если однородное пространство G/К является квазисимметри­
ческим, то выполняется равенство

dim G/К—dim К/M=rang G—rang М.

Имеет место следующая
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Теорема. Пусть G/K — квазисимметрическое однородное простран­
ство. Выберем в алгебре g подалгебру Картана {) и упорядочение в системе 
корней так, чтобы выполнялся аналог разложения Ивасава. Тогда:

1) Для любого неприводимого представления группы G со старшим 
весом X

U(fyvK=Vi,

где U (I) — универсальная обертывающая алгебра подалгебры I, v>. — стар­
ший вектор G-модуля Vi. .

Таблица 3

Множество весов {Ль ... ,ЛП} для представления в векторных 
полях на симметрических пространствах ранга 1 (кроме сфер)

g/k Ац-’-Дц
рг>л) 4 Л( = л2= , Л3= <*=£> , A.,

р"\Ы,т*3 Ч , , 1 1 . 1 2 . ;
Л = л2= *^Р Л^Л3

Рт(0.),т*2 3 . ' Д . 2 „ 1 1!\t = *-<>-* ■ ■ • •<=» , Ag = /Л,= •«=•

Р2(0) 3 л  т ~z л  /1 ; л - M=!.Lo

Таблица 4

Множество весов {Ль ... ,Л„} для представления в векторных полях 
на некоторых квазисимметрических пространствах

g/k G П Ли . . An

' Ss SU (3) 5 Aj=At=^

S2m/^3 SU(m+/l 5
Л 1 A /

s7 Spin (7) 3 A2 = «=!>o; jJ =»-.=>o

s<5 Spin(9) 1 / 111A,=A=o-«^oA^=A6=0-M=>34i(=A^c>M=>0

P2n*1&),m*Z Sp(m+/J 8 КШ.ч= ■ ■•*~’As,6 = ■ ^at,s =^--

2) Существует р старших весов Х15.. . , группы G, где p=rang G— 
rang М, что

i = i

3) Для любого представления ф подгруппы К в векторном пространст­
ве V существует такой набор старших весов Ль . . ., Л„ группы G, что 
множество

7(ф) = и {Л+хд^КО)}'
г — 1

содержит спектр 1(<р) индуцированного представления, причем если

F=FV1+ • • • +TvK,
А:=7с(ф), — разложение К-модуля V на неприводимые М-модули, то
А(ф) =тг (ф), причем веса {Ль . . . , Л„} можно занумеровать таким образом,
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что для каждого i будет выполняться равенство

Л(|6=у{.
В табл. 4 для некоторых квазисимметрических пространств, не являю­

щихся симметрическими, приведены веса Л1;..., Л„-такие, что множество 
11{Л;+Х, ?.е/(0)} является спектром представления в векторных полях. 
г
Эти веса вычислены с помощью теоремы Желобенко (3) и сформулирован­
ной выше теоремы.
Институт кибернетики Поступило
Академии наук УССР 18 VI 1974
Киев
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