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1. В ряде задач квантовой теории важную роль играют базисные 
функции со спином 0и'/2 унитарных представлений ортогональной груп­
пы 0(4). Метрика на трехмерной сфере в сферической системе коорди­
нат, соответствующей редукции О (4) (3) ^0 (2), есть

A,tda;,d.7'''==d.32+siir р (tZ02+sin2 0 dtp2), (1)

где O=S0^n, 0=^ф<2л, i, k=A, 2, 3.
Базисные функции со спином 0 использовались В. А. Фоком (*) при 

решении задачи об атоме водорода в импульсном представлении. Анало­
гичные функции, соответствующие группе 0(3, 1), были применены в (2) 
для получения интегральных представлений релятивистских амплитуд 
рассеяния.

В данной работе установлен ряд свойств базисных функций со спи­
ном 0 и */2 для группы 0(4). Эти свойства являются, очевидно, и свойст­
вами представлений группы Лоренца. Например, переход к конечномер­
ным представлениям группы Лоренца осуществляется с помощью заме­
ны (3). Полученные ниже формулы находят также применение при
изучении эффектов квантовой теории поля в римановом пространстве- 
времени (см., например, (''")).

2. В качестве ортопормированного базиса для случая нулевого спина 
выбираем набор 4-мерных шаровых функций (*):

фп!т((3, 0, ф) =

(га+1) {n+l+i)-p;^‘ (cos 0) F;m(0, ф) =Fnl (fi) F;m(0, ф), (2) 
Vsin.fi (н—Z)!

где ~п(п+2) — собственное значение оператора Лапласа на сфере, п=0, 
1, 2,..., Z=0, 1,..., и,

Используя условия ортонормированности и известные соотношения 
для сферических функций У<„, получаем равенство

lm & 1 m j sin9d0d(p=Z(Z+l)6;z'6mm'. (3)г / dYlm dYt'
J \ <90 50 +

sin2 0 <Эср 5ф

С помощью 
ра (7) имеем

С), а также свойств присоединенных функций Лежанд-

Jhih
^ф,.Чт <5фп’г'т'^_ S S

/7 (/I'rS)

дх' дхк
(4)

где do^sin2 Ц sin 0 dp dd dcp.
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Из результатов (8) можно вывести следующую теорему сложения: 

Cnl (cos 0! cos Oz+sin 0, sin 02 cos %) =

1V л (2Z-+1) (и+Z+l)! 1 z A'in
= >,------------------------------------------------------ ■ - Pn+'I, (cosOjPn+v, (cos02)ZJ

J 2(n—Z)! ysin0,sin02
z=o

(cos%),

2л2

(5>

(6>

где С„ — полином Гегенбауэра.
Применяя (5) и известные свойства функций Ylm, получим 

V ! 12 (я + 1)2
1фп/т1

ltm

Легко убедиться также в справедливости соотношений

V8<fnlm <9ф„;т
—------— = о, г^=к.*=l <Jxl (Jx

m=-l

Действуя оператором Лапласа на обе части (6), получаем формулу

(7)

2л2
(8)

Если продифференцировать (5) no cos% и положить %=0, 0i=02=P, то 
можно убедиться в том, что

Z(Z+1) (2Z+1) (n+Z+l)! -(_v2 QX.2 n(n+l) (n+2)
[P„+Vi (cos^)j£

/ = 0
(9)

4 sin3 $(п—Г)! Зл

С учетом (9), (8), а также легко проверяемых соотношений 

у ш2 |у |2=у|5Угт)2 Z(Z+1)(2Z+1)
£—1 sin2 0

ir.= — I

заключаем, что

yi I <9фпгт
*=l I 9 В

8л
(Ю)

^фп/m |

<90 I

6л2
(И)

1

(4),

— £ 
sin2 В

1,т

I2 п(п+2) (тг+1)2
<9ф IZ ,т

Таким образом, свойства функций (р„!т даются равенствами 
(6)-(8), (И).

3. В качестве базиса для случая спина */2 выбираем решение системы 
уравнений

где
S=N+V2S, J=L+‘/2o, N=(L14, Z24, Z34, Z23, Z‘3, Z12), 

(12)
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La^ — генераторы вращений 4-мерного эвклидова пространства 

jS= (о^ОЦ, СС2ОС4, а3«4, ССгМз, ОЦССз, С^Ог) , 
L= (ZX, Л13, L12), ia= (a2<z3, <Xia3, <Х1аг), 

-(»-“)■ -(Го)- -Со)-

I — единичная матрица 2X2, Oi — матрицы Паули. 
Собственные значения в уравнениях (12) суть

(?=5(5+2)+*/4, 5'=72, 72, 72,...,

/=‘/2, 72, 72,..., S, l=j+l/2,
Ортонормированный набор решений (12), являющихся также собст­

венными функциями оператора четности, выписан в (5). Он может быть, 
представлен в виде 

4fSj(M(^, 9, ф) =UVвп(0, ф),

12 W —II' \ 0 kSj^)I I

0 \

(13)

ыи _ ]/±2±l (P) +i

). M±'/„ l'-p4„
V2' йщм(0,ф) >

Здесь Qj7m — ортонормированная система шаровых спиноров (9). Функ­
ции (13) являются аналогами функций В. А. Фока (2) для случая спи­
на ‘/2. \

Используя (3), (5), (10), можно убедиться в том, что имеют место ра­
венства

ИдО,ц М dQj'z'M'

Г0 d0 sin2 0 дф

-V = -j

1 «qX d £ij ' Г м'
дф

j sin 0 dQ йф=/(/+1)6й'6п'6мм’,

i+l/z
2л ’

(14)-

(7+V2)I(Z+'l)
dip ‘ dip

!j;.v dQjiu 
де д(Г~ 4л

у, dQj,^ ^Qj;.y ____ 1__ yi
Aj <90 <90 sin2 0 2—1

M = -j M--—j

С учетом равенств (14), (5), (9), а также формулы 

v mn I- 2C+2) <n+i^
2^2“ b L d* J
1=0

которая получается, если продифференцировать (5) по 017 02 и затем по­
ложить х=0, 04=02=^, приходим, аналогично соответствующим выводам 
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fl. 2, к следующим результатам:

^£ZsjiM/Ws,i?.'.^rf0=[5(S+2)+1/4]6ss-6jj-6ii 
дхг дхк

6мм'»

+
SjlM

3.1,М

Е
ltM

SjlM

(S+V2) (5+72)

дх' dxk
О, i=£k, (15)dWs}lM dW8jlM

у дт£;м зч%м _ 1 у 5чгзям awsiIM
2и ЗВ ЗВ sin2 В 2-1 30 30
jti,M i,i,M

= 1 у ЗТадм ЗУзям = [^(5+2)+У4] (S+y2) (S+72)
sin2 В sin2 0 2=J Згп д™ Зя2

Установленные результаты (4), (6) —(8), (11), (15) могут быть ис­
пользованы в ряде задач математической физики, допускающих симмет­
рию относительно группы О (4).
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