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В работе полностью решена задача об описании в категории всех ба­
наховых пространств функтора, двойственного к функтору, порожденно­
му пространством измеримых вектор-функций, и об описании колец опе­
раторов в этих функторах, поставленная в статье Б. С. Митягина и 
А. С. Шварца ((*), стр. 122 — 123).

1. О б о з н а ч е н и я и терминология. В терминологии из тео­
рии функторов мы следуем (*), из теории полуупорядоченных прост­
ранств— (2). Далее через Ж обозначается некоторая регулярная катего­
рия банаховых пространств, содержащая все конечномерные пространст­
ва. Если и SF — функторы в Жто — двойственный функтор, 
а {<о—+?""}—банахово пространство отображений из ё в ST (если эти 
объекты существуют). Через X, Y, Z обозначаются банаховы пространст­
ва, X", У*, Z* — их сопряженные; 1Х — тождественное отображение,
(X—^У) — пространство непрерывных операторов из X в У, Х®У — попол­
ненное проективное тензорное произведение.

Пусть Е — А-линеал (= векторая решетка), Е+~{е^Е-. е>0}. Вектор­
ное подпространство G в Е называется идеалом, если ((| щ | | е21,

cg^G) => (e^G)). Идеал G в Е называется фундаментом, если 
для любого ееЕ (е+0) существует g^G: 0<g=+|e|. Пусть F- А-прост- 
ранство (= условно полная векторная решетка). Линейный оператор 
а: Е-^Е называется регулярным (осеЯг(А—-Е)), если существует ли­
нейный оператор | а |: E-+F, определяемый по. формуле |а|(е) =
=sup{|a(g) | : |g|<е}, е^Е+.

А2?-л и н е а л о м (= б а н ах о в о й решеткой) называется вектор- 
пая решетка с монотонной нормой. Банаховым АХ-п р остранством 
называется А5-линеал, являющийся A-пространством. Говорят, что нор­
ма в банаховом АХ-пространстве Е удовлетворяет условию: (А), если из 
0<e„l0 следует ||е„||-*0; (В), если из (ХеЛ, ||е„||^С<°°, n^i, следует, 
что Э sup (С), если из ()~ge,ge^E следует sup IIе„|| = ||е||.

Заменив в (В) и (С) последовательности направлениями, получим 
условия (В7) и (С7).

2. Ф у п к т о р, п о р о ж д е н н ы й тензорным произведением. 
Далее в этом пункте Е и F — А5-линеалы. Следуя (3), обозначим через 
Е®Х пополнение Е®Х по норме

«Е f eh®xk) =inf |||е||Е: | eh(xk, х'> j VafeX’, ||Л||<1},

через ФЕ — соответствующий функтор в Ж (ФЕ(Х) =Е®Х, 
= 1Е®а).Пусть

ФЕ(а)=

■ 5(А^Х) = {ае(Е^Х):||а||8=

=sup {(£ 11ащ|| Ж
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(0/0=0) (см. (3)). Обозначим через SE функтор, действующий по форму­
лам SE(X) =S(Е-+Х), [SE(a)](£)=a£, где £eS(E-*X), ae(X+Y). Если 
a^S(E-+X), ^e(Y-tZ), то существует непрерывное продолжение а®^ 
до оператора a®fje (Е® Y^X®Z). Для любого a^S (Е-+Х) положим

(Zx(a))y=a®lr, Ла) = {Ш}.

Следующая теорема по существу содержится в работе (3).
Теорема 1. Отображение I осуществляет изометрию функтора SE на 

:0ФЕ.
Определение 1. Для ae (E-+F) положим 

||a||i=sup
IlSlaeJII
IIXKIII

||a|L=sup
IlsuplaeJ ||

II sup I eh 11|1

где супремум берется по всевозможным конечным наборам {ek} itLi^E. Че­
рез К(Е^Е) обзначим банахово пространство всех ае (E-»-F) таких, что 
IIczl!1<°° с нормой ||а||ь

Если F — банахово ХХ-пространство, то ПГ(Е-+П) с нормой ||а||0 = 
= 11 |а| ||(£-»г) есть банахово ХХ-прострапство; если дополнительно в F вы­
полнены (В') и (£'),то K(E-+F)==Hr(E->-F') и ||a||0=||a||i=||a|L.

Теорема 2. Пусть Е и F — KB-линеалы. Следующие утверждения эк- 
.вивалентны:

1) ||сх||1<оо;
2) ||а||„<<»•,
3) a^Hr(E-+F~).
При этом ||aII1 = ||a||„ = || | а-| ||(Е->У).
Если a^K{E-^F), ^е(Х->-У), то существует непрерывное продолже­

ние а®[3 до оператора a®f>e (Е®Х->Е® У). Для любого a^K(JE-+F) по­
ложим [7(a) ]у=а® 1х.

Теорема 3. Отображение ] осуществляет изометрию K(E-+F) на 
{Ф^-*Ф4.

Теоремы этого пункта обобщают результаты из (3).
3. Функтор вектор-фун к ц ий. В этом пункте через Е и F обо­

значены бапаховы ХЛ-прострапства, причем Е является фундаментом в 
Х-прострапстве всех измеримых и.в. конечных функций S(T, 2, ц), а F — 
в S(7’1, 21; pi), где р и о, — полные о-конечные меры. Оператор ал//,(А'-^ 
^F) называется в п о л и е линейным (аеЯ„(Е->-Е)), если из е„-Ю 
следует | а |_(е„) (0. Норма па Hn(E-+F) индуцирована из Нr(E-+F). По оп­
ределению Е=Нn(E^Rl). Известно, что Е разделяет точки па Е и Е мож­
но отождествить с множеством всех e*^S(T, 2, ц) таких, что ) |ее*|йц<°° 
для любого eeX((/Ejy)(Яе*е5(Т, 2, ц): f(e)=^ee*dp для VeeE)) (4).

Обозначим через Ме(Е-+Х) подпространство в 5(Е->-Х) всех aeS(E-* 
-*Х) таких, что найдется функция е*еХ+ такая, что ||ае||<$ | е | е* dp, елэЕ. 
Определим функтор МЕ. МЕ(Х) =Ме(Е-+Х) , [#Е(р) ] (а) =(3а, где 
е(Х-У).

Определение 2. Через Е(Х) обозначим банахово пространство всех 
измеримых (5) функций z: Т-+Х таких, что функция v(z) (t) = ||z(i) ||х вхо­
дит в Е, с нормой ||z|| =|| v(z) ||Е. Функтор Е сопоставляет Х^УС пространст­
во Е (X) и ае(Х->-У) —оператор Е (а) е (Х(Х)->Х(У)), действующий по 
формуле: если zeX(X), то [Е(а) (z) ] (i) =z(a(i))
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Так как Е®Х изометрически вкладывается в Е(Х), то ФЕ — подфунк­
тор в Е. Если в Е выполнено (А), то Фе=Е в любой категории Ж.. Как по­
казывает теорема 6 из (6), если Фе=Е в категории всех банаховых про­
странств, то в Е выполнено (А). Из результатов u. 1 получается

Теорема 4. Пусть в Е выполнено (А). Тогда:
1) Если мера р дискретна или все пространства из Ж рефлексивны, то 

функторы ХЧ’ и Е изометричны.
2) Если, в F выполнены (С) и (В), то Hn{E-^F) ={E^F}.
Пусть далее до конца работы Ж — категория всех банаховых про­

странств. Через (Е, о(Е, Е)) (X) обозначим пространство Е(Х) с тополо­
гией, определяемой полунормами: р, (z) =f(v(z)), где f пробегает Е+. 
Отметим, что Е®Х плотно в {Е, о(Е, Е)) (X). Если аеЛД(Е->Х),
-»-Z), то существует продолжение а®$ до непрерывного оператора a®j3 из 
(Е, о(Е, Е)} (У) в X®Z. Для любого aeAfE(£->-X) положим [Пх(а)]У = 
=сс® Ь, t7(cc)={^(a)}.

Т е о р е м а 5. Отображение U осуществляет изометрию функтора Мк 
на S)E.

В частности, ,25Е(Х‘) =s(X)-£(X*) (см. (е)). Для любого a^ME(,E-+Y) 
существует единственное продолжение (1^Me(E->~Y) . Для zeE(X) поло­
жим. [Ax(z) ]y=(a®lx) (z), A(z) = {Ax(z)}. _

Теорема 6. Отображение А осуществляет изометрию функтора Е на 
ФМЕ.

Следствие. 1) Функтор Е рефлексивен тогда и только тогда, когда 
в Е выполнены условия (С) и (В).

2) Функтор 2ХЕ=Ме рефлексивен.
Определение 3. Через Kn(E-*-F) обозначим банахово пространство 

всех операторов a^.K(E-+F) с нормой Цсс|| t, удовлетворяющих:
1)
2) для любой последовательности {е„}-Ж.. такой, что е„Де„=0, 1Ж 

и sup е мЕ, существует

sup
т

п = 1

ж.

Пусть в F выполнено (С). Если pi дискретна пли в F выполнено (В), 
то K„(E-+F)=Hn(E-+F'). Если ре(Х->У), то существует
продолжение а® [3 до непрерывного оператора а®р из (Е, о(Е, Е)) (X) в 
(F, o(F, F))(Y). Для любого a<^K„(E^F) положим гЛ-(а) =a®lx, z(iz) =

Теорема 7. Отображение I осуществляет изометрию К„(Е-Ж) на 
{E-F}.

Следствие. Пространство изометрично и
H„(J^E}.

4. 11 р и л о ж е п п о р е з у л ь т а т о в п. 3 к ф у н к т о р у ФЕ.
Т сорома 8. Пусть Е — КВ-линеал.
1) Функтор ЕАФiX=SE) рефлексивен.
2) Функтор ФЕ рефлексивен тогда и только тогда, когда Е — банахово 

KN-пространство с условиями (А) и (В).
Замечание. I) Доказательства теорем п. 3, являющихся основными 

результатами работы, основаны па технике специальных последовательно­
стей (‘) и аналитическом представлении операторов и функционалов на 
пространстве Е(Х) (см. (6)).
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2) Несмотря на общность изложения результаты являются новыми для 
многих конкретных пространств. Так, теоремы 5 и 7 являются новыми для 
Л°°[0, 1], несепарабельпых пространств Орлича LMl0,1],пространств Мар­
цинкевича; теоремы 6 и 8 — уже для пространств A/J[0, 1],

Ленинградский государственный университет 
им. А. А. Жданова
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