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МЕТОД РЕГУЛЯРИЗАЦИИ СИНГУЛЯРНО-ВОЗМУЩЕННЫХ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ В ГИЛЬБЕРТОВОМ 

ПРОСТРАНСТВЕ

(Представлено академиком А. Н. Тихоновым 19 VIII 1974)

Рассмотрим в гильбертовом пространстве И задачу Коши

= Л (/);(-+(/), u(t, е) |г=0=<р; (1)

здесь u(t, е) —искомая, /(f) —известная функции, определенные на 
[0, Т] со значениями в II при фиксированном е>0; A (f) —линейный, во­
обще говоря, неограниченный при каждом t= [0, 71] оператор в Я, с об­
ластью определения, не зависящей от t.

В настоящей заметке будет изложен алгоритм теории сингулярных 
возмущений, позволяющий получить асимптотическое при е->0 решение 
любого порядка задачи (1), единственное в определенном классе функций 
и сформулированы соответствующие теоремы. Некоторые вопросы для од­
нородных уравнений в гильбертовом пространстве вида ещ+А(f)в==0 с ог­
раниченным оператором A(i) были изучены в (’). Для нелинейного урав­
нения в банаховом пространстве вида

Ey'=F(E,y), У(е,г/)= F(2)
г+;>1

при условии, что оператор /'’<и неограничен и порождает полугруппу с экс­
поненциальным убыванием, в (5) в случае условий Коши доказана теорема 
существования и построена асимптотика типа пограничного слоя. Подроб­
ную библиографию и дальнейшие ссылки по изучению асимптотических 
решении типа пограничного слоя можно найти, например, в ('*,6,9, “).

Однако, как отмечалось в работах В. Вазова (10), Л. Ломова (2,’), та­
кие решения выходят за рамки общей теорйи возмущений из-за наличия в 
них резонансных членов (поэтому в колебательном случае указанные раз­
ложения не получают). Напротив, регуляризованные асимптотические 
разложения не содержат резонансных членов, поэтому метод регуляриза­
ции позволяет развивать общую теорию возмущений независимо от харак­
тера спектра. В дальнейшем для получения регуляризоваппых асимптоти­
ческих разложений задачи (1) мы применим метод, разработанный С. Ло­
мовым в (!_3) для различных классов сингулярно возмущенных задач как 
для обыкновенных дифференциальных уравнений, так и для уравнений с 
частными производными. О возможности и некоторых идеях перенесения 
метода возмущений на дифференциально-операторные уравнения отмеча­
лось в (2). Сформулируем основные предположения в виде условий.

Условие А. 4(f) при каждом fe[0, Т] является линейным неограни­
ченным замкнутым оператором с областью определения, не зависящей от t 
и всюду плотной в II. Пусть еще A (f) имеет только дискретный спектр 
{X; (i)}, удовлетворяющий условию

... <ReA,(f)<... <ReX>(f) <ReXi(f) <0. (3)

Условие R. Резольвента 7?(%, A(f)) определена для значений X, со­
держащихся в области Q, <2={Х: —0<argX<0}, 0>1/2л, сильно пепрерыв- 
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на по t равномерно относительно значений X, из любого компактного мно­
жества, лежащего в Q, имеет место неравенство

|](Л (£)-М?)-‘КЯ(|Л|-М)~', (4)
где N и М — положительные постоянные, | Л | >М. Пусть также существу­
ет такая постоянная К>0, что при s, t, re [0, 7]

IM (t)A-'(s)-A (r)n-‘(s) Мр-r |.

Если выполнены условия А, В и /(£)еС[0, 7\ Я], тогда в (8) показано, 
что задача (1) имеет единственное решение при каждом е>0 и оно пред­
ставляется в виде

u{t, е) =W(t, 0, е)<р+е-1 J W(i, s, e)f(s) ds, (5)
О

где ТЕ (if, s, е) — эволюционный оператор равномерно ограниченный по t, s 
при каждом е>0 и является решением задачи

еТУ(-И(^ТУ=О, ТЕ(О, 0, е)=Я. (6)

У с ло в и е С. Ортонормированные собственные функции {<p.(i)} опе­
ратора А (Г) при каждом /е[0, 71] образуют полную систему в Н. Ряды 
следующего типа допускают сильное дифференцирование по t:

У, П <Pin+1) (7)
г = 1 ;=#=г п=0

где К будет определено ниже.
При каждом е>0 рассмотрим многообразие Нх функций и счетного 

числа переменных t=(ti, т2,. ..) и переменной I. Функции й(1, т, е) та­
ковы, что если u(t, е) — решение задачи (1), то

(8)й (t, 1рг(£, е))=и.(£, е), *фг- (7, е)=е“1 J A,i(s)ds.
о

Обозначим далее через Нх функции из Н\ представимые в виде
00 **» оо

»= У, У, (0 <₽; (0 + У, Hi (О фг (t) • 
г=1 j=l i=i

На. линейном многообразии Нх введем скалярное произведение. 
и, v^Hx, то

(9)

Если

(Ю)
со со

(.и, = У и,у(1)щ,-(1) +. У, щ (1) щ (£),
i,j=i г=1

где й определена формулой (9), a v также принадлежит Нх, т. е. 
оооо

v= У, У, етгПу ({) <ру (t) + У Vi(t) ф; (t). (И)
i=i j=l г = 1

Если u(t, е) есть решение задачи (1), то с учетом соотношения (8) и диф­
ференцирования, получим

°° дnt=ut+E~lDxU, Z)tss У X;(i)------ . (12)
dxi

г=1

Поставим следующую задачу для функции и, исходя из задачи (1) и 
соотношения (12):

Leu=Eut+DxU—A(t)u=f(t), u.(Q, 0, е)=<р. (13) 
Доклады:АН, т.

г
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Пусть оператор А (f) удовлетворяет условию
lim (А (t) й (t, т, е)) =А (f) и (if, т, 0). (14)
£—>0

Для дифференциального оператора условие (14) выполняется. В слу­
чае эллиптического оператора условие (14) проверено в (3). Для интег­
рального оператора /1(f) регуляризация задачи (1) проводится иначе.

Определяем решение задачи (13) в виде ряда

й= у1, егщ(1, т). (15)
1 = 0

Подставим ряд (15) в задачу (13) и приравняем коэффициенты при оди­
наковых степенях е. Получим для определения коэффициентов ряда (15):

Лопо=(£)г—n(i))n0=/(f), По(0, 0)=<р, (16)
L0Ui=—dui-Jdt-, U;(0, 0) =0, i=l, 2,..., к. (17)

Решение задачи (16), (17) будем искать в пространстве Нх. Тогда ре­
шение задачи (16) необходимо представлять в виде

Uo=£|^Cj»(f)<p<(f)+/io(i), М)=£, (Л ■(^’y<)<Pf (18)

1=1 1 = 1

Однозначная разрешимость задач (16), (17) будет вытекать из сле­
дующих теорем. Рассмотрим задачу

Zou=(Z?x—Л (f))u=/(f, т), и(0, 0)=ф. (19)
Теорема 1. Пусть выполнены условия А, В, С и (14). Тогда, если 
t)^Hx, то для разрешимости задачи (19) в пространстве Нх необходи­

мо и достаточно, чтобы f(t, т) была ортогональна ядру сопряженного опе­
ратора Lo*.

Т еоре м а 2. Решение задачи (19) из пространства Нх единственног 
если кроме условий теоремы 1 и ф;(1)еС[0, Т, Н] выполняется условие

(du/dt, г),>=0, i=l, 2,..., к, (20)

где цл-КегТп". и — решение задачи (20) в пространстве Нх.
Для определения (i) применим теорему 1 к задаче (17) при i=l:

Bc^dc^ldt+^i', ф.)с1°=0, с,°(0) = (ф—А_1(0)/(0), q>;(0)). (21)

Тем самым функция u0(t, т) определяется однозначно. Из (17) опреде­
лим Ui'.

со со

У V, еТ<с« } (^ + V, (1) ф; (i) +hi (0; (22)
j¥=i 1=1 1 = 1

4° W = (M0—M.O_1(<Pii'Tj)Ci°G), /i1(f)=A“1(i)/io(i). (23)
Снова к задаче (17) при i=2 применим теорему 1. Получим

Вс<? =- У, (0 (фп'ф,), сК’ (0) =-(л, (0), ф, (0)) - 41’ (0).
j¥=l 3=^г

(24) 
Применяя индукцию, можно получить дальнейшие коэффициенты ряда 

(15). Пусть найдено Ш-Д!, т),

00 оо
Ui_l= eT'c‘!3- 4 а)ф.« + £е^ ° (1)фг(1)+^-1Д). (25)

1 1= 1 1 = 1
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(0).

Если подставить (25) в (17) при 1=1 и применить теорему 1, получим
W (фьф/), c1<ri)(O)=-(fei-1(O),<pi(O))-^i сГ*’ 

i^i

С учетом последних выражений определим из (17) щ(7, т):
со со

щ= (7)ср4(7) + ^'^(^фЛО+М*),
г=1 i=l

, <I_1) 
/гг (7) =A- (7) hi, (7), cf (t) =С‘Г1’ (i) (ф/, Ф;) +

j=#=i

(26)

(27)

{I— 1) / f \ \ф? 1 Ф*)

М*)-Ш

(28)
Таким образом, коэффициенты ряда (15) в пространстве определены 

однозначно. Обозначим остаточный член ряда (15) через е"+1Л s+i(i, т, е). 
Тогда

к
u=zz8ft(i, т)+ей+1Л)1+1(7, т, е), ush= е’щ (7, т). (29)

2=0

Функции Ui (t, т) определены выражениями (18), (22), (25), (27).
Согласно методу регуляризации, если сделать замену переменных в 

формуле (29):

(30)

t
Ti=e_1 j Xj(s)ds=ipi(i, e), i=l,2,...,

0
получим решение задачи (1) в виде

А

u(t, е) = ipj(f, e)) +sk+tRh+i(7, e).
2 = 0

Воспользовавшись (30) и задачами для определения щ(7, т), получим 
LeRh+i=h(t, е), fls+1(0, е)=0, (3D

где ]]h(t, е) || равномерно ограничены по е.
Теорема 3. Пусть имеют место условия А, В, С и (14). Существуют 

dk+l
сильные производные-*^^- A~l (С) и сильно непрерывны '■

{ф;(7)}еС*+1[0, T, Я], /(i)eCft+2[0, T, Я],
к определено выражением (30).

Тогда для решения задачи (1) имеет место формула (30), где Rk+i(t, е) 
допускает оценку (7, е) || =СС. С не зависит от е.

Заметим, что методом возмущений нами рассмотрен также случай, ког­
да оператор A (7) имеет чисто мнимый спектр, а также случай, когда 
спектр находится в замкнутой левой полуплоскости.

В заключение приношу искреннюю благодарность С. Ломову за поста­
новку задачи и весьма ценные советы.
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