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(Представлено академиком А. Н. Тихоновым 20 VI 1974)

Пусть Q — неограниченная область плоскости Е'2, границей которой яв­
ляется замкнутая, дважды гладкая кривая Г. Обозначим через и(х, к), 
x=(xt, ж2), Im к^О, kv(), решение в Qуравнения Гельмгольца

Av+k2v=f(x), (1)

удовлетворяющее условию излучения Зомморфельда на бесконечности 
dv/d | х | —ikv=e~Im ьмо (| х |_,/!) (2)

и одному из граничных условий

hv=v\T=(p(x), (3i)

/П1?=5р./5п|г=ф(ж), (Зп)
linv=dv!dn+g(x)v |г=ср(ж), (Зт)

liyv=dvldn—ikg(x')v\r=(f(x), (3iv)

где А=32/5ж12+32/5а;22 и п —вектор внешней по отношению к Q единич­
ной нормали к контуру Г; функция /(ж) предполагается гладкой и финит­
ной вй, а функции g(x) и ф(гс) непрерывными на Г.

Однородное уравнение (1) (/=0) будем обозначать через (10), а одно­
родные условия (3i) — (3iv) (ф=0) — соответственно через (3i, о) — (3iv, о).

Пусть СДа;, у, k)—Gyv(x, у, к), Im кАМ, к=7=0,— функции Грина задач 
(1), (2), (3i, о) —(1), (2), (3iv/, о) соответственно; функции (ж, у, к)!дпу, 
Gn(x, у, k)—Grv(x, у, к), z/еГ, будем обозначать соответственно через 
Gr, i—Gr iv (функция Gr, а, a=I—IV, является функцией Грина задачи 
do), (2)’, (3«) ).

В работе (*,) доказано существование функций Грина задач (1), (2), 
(Зх) и (1), (2), (3„).

Через Х+(х, е, Р) и К~(%, е, р) обозначим следующие области комп­
лексной А:-плоскости:

К+(п, е, р) = {&: х<|&|, —p|&|~2/3<arg А<л/2—е},

А~(х, с, Р) = {7с: х<|&|, n/2+e<arg А:<л+р | Zc| “2/з},

где х, е, р неотрицательны, e<in/2.
Обозначим через область ЙП {| х | <R}, где R>R'>0 и R' таково, 

что Г<=ОЯ.. Будем предполагать, что контур Г имеет положительную 
кривизну, а функция g(x) в условии (3iv) непрерывно дифференцируема 
и неотрицательна.

Имеет место следующая
Теорема. Для любого е>0 существует такое х>0, что для любого 

к^КАДк, е, 0) существует и единственна функция Грина Gr,a задачи
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(Io), (2), (3a), a=I —IV, и эта функция аналитична по к в областях 
К-(и, 8, О).

Существует такое [3>О, что функции Gr, а, oc=I—IV, аналитически про­
должаются в области КДх, е, (3) и при этом имеют место оценки

/ I /с I 1 \1(?г 1<л, у, k) I<Ci I  -------— + п----- г) ехР Hm Al#—^|+Z)|Im А|},
\ \х—у\12 \х—у\ /
уеГ, xe£iH, квЕ^ (х, 8, [3),

а при а=П—IV
1

I Gr,a (х, у, к) I ^Са -  ------ —- exp Пт к\х—z/1+DlIm к\},
(|А| \х—у I) '2 

уеэГ, XOEQn, к^Кс’Дх, 8, 3).

Здесь R произвольно (R>R'), положительные постоянные |3 и D зави­
сят только от Г, а х — от е, Г и в случае задач (10), (2), (Зш) и (1о), (2), 
(3IV) от IlgllciD; положительные постоянные Ci п Си зависят от Г и R, 
а положительные постоянные Си1 и CIV — от Г, R и llgllcm (при этом за­
висимость постоянных х, Cni и Civ от ||g||c(r) такова, что они не возраста­
ют при убывании Uglier)) • _

Следствие. Для любого кеКДх, е, 0) существует и единственна 
функция Грина Ga задачи (1), (2), (3«, о) (a=I—IV) и эта функция ана­
литична в областях К± (х, е, 0).

Функции Ga, ос—I—IV, аналитически продолжаются в области 
К~{х, е, (J) и при этом имеют место оценки

С\Ga(x, у, к) + —— Но° (к\х—у\) I <  ----- -exp {Im к (Ы + 11/1) +Gllm кI},
4 1а;—у I

z/EQfl, аеЙ. е, £),

где — {к\х—у\) — фундаментальное решение уравнения Гельм­
гольца {Их1 — первая функция Ганкеля нулевого порядка).

Для второй и третьей краевых задач это утверждение (с менее точ­
ными оценками) было доказано в (2~5). В ряде работ, например (е~9), 
установлены некоторые оценки функций Gi и Си при больших по модулю 
вещественных к.

Для доказательства теоремы строятся функции La(a;, у, к), у-=Г, а;еЙ, 
a=I—IV, аналитические в областях А±(х, е, р), удовлетворяющие в й 
уравнению (10), условию излучения (2) при Аге/Г'Дх, е, 0) и такие, что 
для любой среС (Г) имеет место равенство

lim laLa(x—mx, у, k)q>(y)dsy = q>(x) + \Ma(x,y,k)F(y)dsv, (4)
Г Г

где Ма(х, у, к), а=1—IV,— непрерывные по (а;, у)еГХГ, аналитические 
в А’=(х, е, J3) функции, для которых при к^КДх е, {3) имеют место 
оценки

тах( \Ма(х', х, к)\dsx'^ р<1. (5)
Г

Функции Gr, а(х, у, к), a=I—IV, ищутся в виде

Иг,а (а:, у, к) = La (х, у,к) + J La (а/, х, к)va (х', у, к) dsx’,
Г
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где va(^, у, к) — неизвестные (непрерывные по х, г/^Г) функции. В силу 
(4) функция Ya, a=I—IV, удовлетворяет интегральному уравнению

, уа(ж, z/,/c)+J>a(rc,,a?,A:)va(a;/,?/,/c)dsx' = Ма(х,у,к). (6)
Г

При любом уеГ уравнения (6) однозначно разрешимы (в С (Г)) при 
всех ^^(х, е, р), так как из оценок (5) следует, что нормы интеграль­
ных операторов (из С (Г) в С (Г)) в (6) меньше единицы.

Для больших по модулю вещественных к в случае второй краевой за­
дачи интегральное уравнение типа (6) рассматривалось в (7).

Заметим, что нормы интегральных операторов (рассматриваемых, на­
пример, из С (Г) в С (Г)) в уравнениях, с помощью которых в (‘) уста­
новлено существование функций Грина первой и второй краевых задач, 
неограниченны при | к | ->- °° для к из К* (и, е, 0) (и, тем более, для к 
из Л^Дх, е, р)).

Построение функций La, a=I—IV, а также установление необходимых 
для доказательства теоремы оценок существенно использует исследование 
функций Грина задач (1Ю), (2), (3a), a=I—IV, во внешности круга (такие 
построения в случае второй и третьей краевых задач проведены в (3,5)).

Из теоремы вытекает, что существуют такие положительные числа {3(Г) 
и х (Г) (в случае третьей и четвертой краевых задач х зависит также от 
llgrllc(r)), что в областях К+(и) ={—n/2<arg к< л/2} П {Re к> х} и 
^_(х) = {n/2<arg /с<Зл/2} П {Re к>—х} полюса функций Грина первой, 
второй (для второй краевой задачи это утверждается также в (10)), треть­
ей и четвертой (при g^O) краевых задач расположены ниже кривой 
Z= {к-. Im к=—р | Re Л: |1/!, — °°<Re к<°°}.

Как показывает исследование функций Грина соответствующих задач 
во внешности круга, существует такое положительное число р, что при 
любых б и х>0 эти функции имеют последовательности полюсов, распо­
ложенных в областях А"= (х, е, р)\Л7±(х, е, 0).

Заметим, что условие неотрицательности функции g из (3iv) является 
существенным. Без ограничений па знак функции g можно утверждать 
лишь, что в областях ^±(х) полюса функции Грина четвертой краевой 
задачи расположены ниже прямой {к: Im к=—fj, — °o<Re Действи­
тельно, если g в условии (3iv) — произвольное вещественное число из ин­
тервала (—1, 0), то функция Грина задачи (10), (2), (3iv) во внешности 
круга единичного радиуса имеет в областях ^(О) последовательность 
полюсов

±т i ~
кт± -- — - + —---------- ■ + кт±, m = 1,2,...,

VI-g2 2g(l-g2)
где |%m±| <C(g)/m (при достаточно больших т полюса к™* попадают в 
области /ГДх, б, р)\Л:±(х, б, 0), каковы бы нп были х, е, р>0).
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